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ESSAI

D'EXPOSITION ÉLÉMENTAIRE DES DIVERSES THÉORIES

DE LA

GÉOMÉTRIE MODERNE

=%^i^

En modifiant, par un même procédé géométrique, la position de chacun

des points d'une figure, on obtient une nouvelle figure qui est dite la trans-

formée de la première.

Si la transformée est une figure plus simple ou dont les propriétés soient

déjà connues, on conçoit qu'elle pourra faciliter l'élude de la figure primi-

tive ;
par conséquent, tout mode de transformation constitue une méthode

géométrique qui présentera plus on moins d'intérêt dans les applications.

Parmi les méthodes de ce genre, qui varient à l'infini, la plus naturelle

et la plus féconde est celle que Poncelet déduisit de la projection centrale

ou de la perspective.

Le tracé de la perspective d'une figure s'ciïectue par un inocédê très-

simple qui transforme chaque point en point correspondant, et chaque droite

en droite correspondante de la nouvelle figure. On doit à cet éminent géo-

mètre une autre transformation tout aussi féconde, celle des polaires

réciproques, [)ar laquelle chaque point devient une droite, et chaque droite

un point de la nouvelle figure; d'où résulte le principe de la dualité.

La perspective met en évidence le rapport anharmonique dont la Géo-

métrie supérieure de I\I. Chasies est le merveilleux développement.

J
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C'est ce qui nous a fait concevoir depuis longtemps la possibilité d'une

Exposition élémentaire des diverses théories de la géométrie moderne. On

verra que chacune de ces théories se rattache à un simple fait de transfor-

mation qui, pris pour lemme, les rend presque intuitives.

Ce travail n'est d'ailleurs qu'une rédaction nouvelle de l'ensemble des trois

Mémoires publiés dans ce Recueil en 1839, CO et 62, et nous y avons joint

des notes d'analyse pour montrer avec quelle facilité la méthode se prête

au calcul.

§ I. Notions préliminaires de perspective.

1. Lorsqu'un faisceau de rayons visuels dirigés vers tous les points d'une

figure de l'espace est coupé par un plan, on obtient sur ce plan, qui prend

lo nom de tableau, une Qgure qui est dite Ia/;er5/)ec^î>e de celle de l'espace,

et on appelle point devueh projection de l'œil sur le tableau.

En peinture, on suppose le tableau transparent et interposé entre l'œil et

la figure. Nous supposerons qu'il peut avoir une position quelconque, et la

perspective d'un point situé du même côté que l'œil, par rapport an tableau,

sera le point où le prolongement du rayon visuel rencontre le tableau.

La perspective, dans tous les cas, est ce que Poncelet appelle la projection

centrale de la figure sur un plan, et la position de l'oeil est le centre de

projection.

2. Le tracé de la perspective d'une figure quelconque résulte des deux

principes suivants:

1° La perspective d'une droite est une autre ligne droite qui passe par

le point où le rayon visuel parallèle à la première rencontre le tableau.

Soit {fig. l) PQ le tableau, E la position de l'œil, .AB une droite, et F le

point où le rayon visuel parallèle rencontre le tableau. Tous les rayons visuels

dirigés vers les divers points de la droite AB sont dans un même plan EAB,

qui est celui des parallèles EF et AB. Donc l'intersection de ce plan avec le

tableau, ou la perspective de la droite AB, est une autre droite ab qui passe

par le point F commun aux deux plans.

Corollaire.— Des droites parallèles concourent en perspective au même

point.
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Des droites perpendiculaires au tableau concourent en perspective au

point de vue.

Des droites parallèles au tableau et parallèles entre elles restentparal-

lèles en perspective.

2" La perspective d'un point est sur la droite qui joint la projection

de ce point sur le tableau au point de vue, et divise cette droite propor-

tionnellement aux distances de l'œil et du point au tableau.

Projetons l'œil en et le point A eu a sur le tableau {fig. 2).

Le rayon visuel EA, compris dans le plan des parallèles EO et Xa, perce le

tableau en A' perspective de A. A' est situé sur Oa, et par les triangles

semblables,
OA' _ EO
a A' Aa

Silepoint Aétait situé du même côté que l'œil par rapport au tableau, la

perspective A' serait sur le prolongement deO«, et les segments OA'elaA',

au lieu d'être additifs, seraient soustractifs.

On trouve la même perspective, quelle que soit la direction suivant

laquelle on projette l'œil et le point sur le tableau.

Projetons l'œil en 0', et le point A en a' suivant tonte antre direction qui

ne serait pas perpendiculaire au tableau. 00' et aa' seront parallèles, et on

verra, par la similitude des triangles, que la ligne O'a' passe par A' et que

O'A' _E0'
a'.V Aa'

3. Perspective d'une figure plane. — Supposons le plan de la figure hori-

zontal, et prenons pour tableau un plan vertical dont la position sera déter-

minée si l'on se donne sa trace AB, que l'on appelle ligne de terre, sur le

plan de la figure. Rabattons le tableau autour de celte trace sur le plan de la

figure, représenté par la feuille de papier sur laquelle on exécute le des-

sin, et soit le rabattement du point de vue {fîg. 3).

Un point M de la figure se projette en C sur la ligne de terre, et a sa

perspective sur OC. Prenons sur une parallèle par le point à MC, une lon-

gueur OE égale à la dislance de l'œil au tableau, et joignons EM; cette ligne

coupera OC en un point M' qui sera la perspective de M. Car M' divise OC



proporlionnellemenl aux dislances OE, CM de l'œil et du point M an

tableau.
.

Réciproquement : Pour trouver le point M qui aurait potu- perspective M ,

joignons OM' coupant la ligne de terre en C. La parallèle, par le point C, à

EO donnera le point M par son intersection avec EM'.

Connaissant la perspective M' (run point M de la figure, le reste du

tracé peut s'effectuer par de simples intersections de lignes droites, ou

en ne faisant usage que de la règle.

Soit N un second point de la flgure. Joignons MN coupant la ligne de

terre en D. Le point D, situé sur le plan du tableau, est à lui-même sa

perspective; donc celle de DM est DM', dont l'iulersection avec EN donne

le point N', perspective de N.

La perspective de tout autre point de la Ogure pourra s'obtenir sans le

secours du point E. Car, soit P un troisième point de la figure. Joignons PM

coupant la ligne de terre en F, et PN coupant la ligne de terre en G. Les

droites FM et GN auront pour perspective FM' etGN', dont l'intersection P'

sera la perspective de P.

Le tracé est susceptible de nombreuses vérifications. PP' et toutes les

lignes qui joindront les points correspondants, concourront en un même

point E, que nous appellerons le point de concours; et si l'on projette les

points N P. . .-^ - en » p sur la ligne de terre, les droites »N'

pP' passeront par le point de vue 0.

4. Point de fuite. — Nous avons vu (lue la perspective d'une droite

AB passe par le point F, où le rayon visuel i)arallèle rencontre le tableau. Ce

point F, perspective d'un point situé à riutiiii sur AB, est ditlepomï de

fuite de la droite AB.

Les points de fuite de toutes les droites que l'on pourrait tracer dans

le plan de la figure sont sur une parallèle à la ligne de terre par le point

de vue 0.

Car tous les rayons parallèles à ces droites sont dans un même plan mené

par lœil parallèlement à celui de la figure, et l'intersection de ce plan avec

le tableau est une parallèle à la ligne de terre.
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En peinture, celte droite est dite ligne d'horizon. De lii résulte ce prin-

cipe fécond de Poncelet {Prop. proj., 107):

Tous les points d'un flan situés à l'infini peuvent être considérés comme

distribués sur une même droite, située elle-même à l'infini sur ce plan.

Cette droite a pour perspective celle des points de fuite Oy. Par consé-

quent: Toutes les droites parallèles de la figure donnent en perspective des

droites qui concourent sur Oy. Ilécipro(iucinent: Toutes les droites de la

figure qui se coupent sur Oy deviennent parallèles en perspective.

5. Si deux figures sont en perspective, et que le plan de l'une d'elles

tourne autour de la ligne de terre, les deux figures restent toujours en

perspective. Le lieu de l'œil, qui change de position dans l'espace, est une

circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne de terre, et le

rapport des distances de l'œil aux plans des deux figures reste constant.

Supposons que le plan de- la figure tourne autour de la ligne de terre

emportant avec lui la ligne CM, et que OE tourne en sens contraire, autour

du point 0, de manière à rester parallèle à CM. La ligne qui joindrait dans

l'espace le point E au point M passerait toujours par le point M', qui ne

cesserait pas d'être la perspective du point M sur le tableau fixe.

Si c'est le plan de la figure qui reste invariable, que le tableau tourne

autour de la ligne de terre et que E tourne autour du point 0, de manière

à rester parallèle à CM, le point M' ne cessera pas non plus d'être la perspec-

tive de M sur le tableau mobile. En effet, pendant que le tableau tourne, le

point décrit une circonférence qui a son centre en A, et dont le plan est

perpendiculaire à la ligne de terre. Lorsque le tableau a pour trace AP sur ce

plan if>g. 4), si l'on mène PN parallèle à AO et égale à OE, le point N sera

la position de l'œil. Prenons AQ= PN = OE, et joignons NQ. La figure

NPAQ étant un parallélogramme, Q sera le centre, et QN = AP = OA,

sera le rayon de la circonférence que décrit l'œil.

Lorsque l'œil est enN, sa distance au tableau est la perpendiculaire ND

et sa distance au plan de la figure est la perpendiculaire NG ^ PB. Par les

., ^, NB NP ND __ CE _
triangles semblables, -^=-^o\i^ — qx— ^ ^

Ainsi, le rapport des distances de l'œil aux deux plans reste constant.
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6. Ces principes de peispeclivc pourraient suffire pour le but que nous

nous proposons, mais il ne sera pas inutile d'indiquer comment on obtien-

drait la perspective d'une flgure quelconque de l'espace.

n faudrait connaître les projections des divers points de la flgure sur un

plan horizontal et leurs distances à ce plan.

On se donnerait sur ce plan {fig. 5) la ligne de terre AB et le rabattement

du point de vue 0, supposant connue la distance de l'œil an tableau. Soit M un

point de la figure se projetant en m. Abaissons du point m la perpendicu-

laire mC sur la ligne de terre, et prolongeons-la d'une quantité CG égale à la

hatiteurdu point M au-dessus du plan horizontal: le point G sera la projec-

tion du point M sur le tableau, et on obtiendrait la perspective M' eu divi-

sant OG proportionnellement aux distances EO et mC de l'œil et du point

M au tableau.

Mais il est plus simple de prendre la perspective m' du point où la verti-

cale du point M perce le plan horizontal. Cette verticale a pour perspective

une perpendiculaire à la ligne de terre par le point m' , et cette perpen-

diculaire coupe OG au point M'.

7. Romologie. — Poncelet appelle homologiques deux figures qui ont

les sommets correspondants sur des droites qui concourent au même point

{centre d'homologie) et les côtés correspondants qui se coupent sur une même
droite (axe d'homologie).

Une figure plane et sa perspective sont homologiques. — Le point de

concours E est le centre d'homologie, et la ligne de terre AB est l'axe d'ho-

mologie.

C'est par la perspective de deux figures semblables et semblablement

placées que Poncelet fut conduit à l'homologie, dont la similitude n'est qu'un

cas particulier, celui où l'axe d'homologic est à l'infini.

Pour construire la figure homologique à une figure, il faut se donner le

centre E, l'axe AB d'homologie et le point M' de la nouvelle figure qui

correspond à un des points M de la première {fig. 5).

Le tracé s'effectue par de simples intersections de lignes droites. Car

menons MX coupant l'axe d'homologie AB en D, et DM' qui lui corres-
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pond dans la seconde figure, le point N' résnllen de l'intersection de D^I'

avec EN, etc.

Réciproquement: Deux figures homologiques sont en perspective. —
Abaissons la perpendicidaire MC sur l'axe d'Iiomologie AB, et joignons CM',

conpanl en Ola perpendiculaire à AB par le centre d'homologie E. Prenons

le point pour point de vne, AB pour ligne de (erre, et EO pour distance

de l'œil au tableau ; le point M aura pour perspective M'. La droite MN
coupant la ligne de terre en D aura pour perspective DM'; et comme NN'

passe parle point E, le point N' sera la perspective de N, etc.

Le point 0, considéré comme appartenant à la première figure, correspond

au point de la seconde situé à l'infini sur EO. On peut donc construire la

figure homologique en se donnant ce point.

En effet, joignons OM coupant l'axe d'homologie enC {fig. 6), la parallèle

par le point C à EO sera la droite correspondante de la nouvelle figure, et

EM coupera cette parallèle au point M' correspondant à M, etc.

On voit que M' a pour perspective M, en prenant pour point de vue,

AB pour ligne de terre, EO pour distance de l'œil au tableau, et en suppo-

sant l'œil et les points projetés sur le tableau suivant la direction EO.

C'est ainsi qu'on est conduit au mode de transformation des figures planes,

que nous allons étudier directement.

g IL Mode de transformation des figures planes.

8. Soient deux axes Ox, Oy tracés dans le plan d'une figure, .\B une

parallèle à l'axe des y et E un point pris sur l'axe des x. M étant un point

de la figure, joignons OM qui coupe la parallèle AB en C, et menons par le

point C une parallèle à l'axe des a;, qui rencontre EM en M'. M' sera le point

transformé. En opérant de même pour chacun des points de la figure, on

obtiendrait une nouvelle figure qui serait la transformée de la première.

N.B,— La transformée a pour perspective la figure donnée. L'axe des y

est la droite qui correspond à tous les points de la transformée situés à l'in-

fini; l'axe des x est la direction suivant laquelle l'œil et les points sont pro-

jetés sur le tableau; l'origine est le point de vue, la parallèle AB est la

ligne de terre, et OE est la distance de l'œil au tableau.
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Réciproquement : Pour trouver le point qui se transformerait en un point

donné M', menons par M' une parallèle à l'axe des x qui coupe AB en C, et

joignons OC; cette ligne coupera EM' au point M.

9. Il existe une infinité de systèmes d'axes qui donnent la même trans-

formée.

Menons par le point de concours E une droite quelconque Ex' qui coupe

l'axe des tj en 0', et joignons O'M qui rencontre la parallèle AB en C. Les

triangles EMO , MCM seront semDisbles, carinT77= vtt^ = tt?^- Donc" MM ML MCi

M'C étant parallèle à EO', le point M se transformera également en M' par

rapport aux nouveaux axes O'x', O'y.

Ainsi : Tous les systèmes d'axes qui donnent la même transformée ont

l'axe des y commun et les axes des x concourent en un même point E.

Par conséquent, on pourra toujours supposer qu'on a opéré la transfor-

mation par rapport au système unique d'axes rectangulaires. Nous avons vu

en effet que la perspective n'est pas altérée, quelle que soit la direction sui-

vant laquelle on projette l'œil et les points sur le tableau.

10. La transformée d'une ligne droite est une autre ligne droite qui

coupe la parallèle AB au même point.

Soit RS {fig. 7) une droite qui coupe l'axe des y en I, et la parallèle AB en

D. M étant un point de cette droite, et M' le point transformé, joignons DM'

etEi. Les trianglesCDM',EOI seront semblables, car -^ = qt. = qt-

Donc DM' est parallèle à El, et tous les points de la droite RS se transfor-

ment en points correspondants d'une autre droite R' S', qui est la parallèle à

El par le point D.

N. B. — Une transversale quelconque passant par le point de con-

cours E donne deux points correspondants sur la droite RS et sur la trans-

formée R'S'.

Le point 1 où la droite RS coupe l'axe des y correspond au point situé à

l'intini sur R'S'; de même, le point J' où la transformée R'S' coupe la paral-

lèle à RS par le point E, correspond au point situé à l'inlini sur RS ; donc
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les parallèles Oy et J'J' à AB sont les droites de chaque ûgure qui correspou-

denl à tous les points à l'iriûni de l'autre.

Les triangles EOl. DJ'H étant égaux , la distance J'H de la ligne J'J' à la

parallèle AB est égale à OE. Par conséquent, lorsque OE = OA, la droite

J'J' se confond avec l'axe des y.

En perspective , la droite Oy est l'intersection du tableau et du plan

mené par l'œil, parallèlement à celui de la Dgure. La droite J'J' est l'inter-

section du plan de la Ogiire par le |)lan mené par l'œil parallèlement au

tableau. Les deux lignes Oy, J'J' se superposent dans le rabattement lors-

que OE=OA.

11. Rapport anharmonique . — Le point M se transforme en un point

M' de la direction EM tel que |^= ^^=^ = g^ . F étant le point

où EM coupe la parallèle AB , ^ = ^ =r ^ . Les triangles sem-

blables EOM. MCM' donnent ^ = ^ = ^P ' *^ «^ ^' = g| :

,„ „FM' OE , EM' OA ., . ,. EM' . FM' 0\
^°°^ FM = UP ' ^'^«"^^^ Ê3r= ÔP ' " e" ''^^"''e

ÊM- FM- = ÔÊ •

M. Chasles appelle rapport anharmonique de quatre points situés sur la

même droite le rapport des distances de l'un de ces points à deux des autres,

divisé par le rapport des distances du quatrième point à ces deux-là.

EM' FM'
Y\r • F\r ^^' ^^^^ '® rapport anharmonique des quatre points E, M,

OEM , F, et ce rapport égal à ^ reste constant, quelle que soit la direction

de EM , d'où résulte cette nouvelle définition des figures homologiques :

Un axe AB et xm point R étant donnés , si de ce point on mène à

chacun des points M d'une figure une droite E.M qui coupe l'axe en F, et

sur laquelle on prenne un point M' déterminé par la condition que le

EM' FM'
rapport anharmonique tttj- \ p^ soit constant, les points M' forment

une nouvelle figure homologique ds la première. (G. S., 520.)

EM' 0\
On peut construire le point M , soit par la relation g^= tt^, soit par la
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MM' AP

relation ^^ "^
ôP' ^^^ ^°"^ '^^ t'onmiles données par M. Chasles (Traité

dps coniques, 267, 269).

12. Transformation réciproque. — Lorsque OE = OA, le rapport

,
EM' , FM' , . , ,. , . EM' FM'

annarmonique g^ . ^^ devient une proportion harmonique gTj-=pw- .

Ainsi, on transformerait le point M en prenant le conjugué harmonique M'

de M sur EF. Mais M étant réciproquement le conjugué harmonique de M'

sur EF, on retrouverait ce point M en transformant M'.

Dans ce cas, la perspective des deux figures est réciproque, comme il

serait d'ailleurs facile de le démontrer directement.

M, M' divisant harmoniquement EF, les ordonnées MP, M'P' divisent

harmoniquement EA = 20E, et OP x OP' = OA'. (Voir la Note à la

suite de ce paragraphe.)

13. Les transformées d'une figure que l on obtient en faisant varier la

distance de la parallèle AB, sont semblables et ont le point de concours

E pour centre de similitude.

Soit le point M qui se transforme en un point M' de la direction EM, tel que

p^ = -^ . Conservons les mêmes axes et le même point de concours,

mais prenons toute autre parallèle LK à l'axe des y : le point M se transfor-

EM" ot
niera en un point M" de la même direction EM, tel que ^m- = rjp ;donc

FM' OÂ
Y^, =:: TTT- , ce qui prouve que IM' et M" sont des points homologues de

deux figures semblables ayant le point E pour centre de similitude.

14. // suffira d'opérer la transformation réciproque, ou de prendre

OA=OE, puisque pour toute autre valeur de 0.\ on ohliendrailnnc figure

semblable et ayant avec celle qui résulte de la transformation réciproque un

rapport de similitude connu. D'ailleurs la ligne J'J' se confond alors avecOy,

et l'on obtient des formules plus simples et réciproques lorsqu'on applique

le calcul à la transformation.

a; et y étant les coordonnées OP, PM du point M, et x' et y' étant celles



— 15 —
OP', P'.M' (in point (nnsformé M', k flésigiKmt la distance OE = 0A. on a,

parles triangles semblables

X

et réciproquement

X = —
, V == -^ • -

X ' X

Ainsi, f {X, y) = étant l'équation d'une courbe, celle de la transfor-

mée sera

'Va; X J

La courbe qu'il faudrait transformer pour produire une courbe donnés

,(x',2^')-0sera?
(f. |j^) = 0.

Si OF= </ était différent de OA = k, on aurait

d'où

kd dy

x'-\- k — d' ' y x'-^ k — d
'

kd
^ j

. , ky
: + k — d. y =^ .

15. Du mode de transformation, que nous supposerons toujours récipro-

que, à moins qu'on n'avertisse du contraire, résultent ces conséquences :

Tout point situé sur l'axe des y se tramforme en im point situé à l'infini

sur une directioii déterminée.

Par exemple, le point I se transforme en un point à l'inûni sur El.

Donc: Un système de droites qui se coupent en un même point s'itf

l'axe des y se transforme en un système de parallèles à une direction

déterminée.

Réciproquement : Tout point situé à l'infini sur une direction donnée

se transforme en un point déterminé sur l'axe des y.

Par exemple, le point à l'infini, sur la droile U'S', se transforme en un

point I de l'axe des y, que l'on oblienl en menant par le point de concours

E une parallèle à R'S'.
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Donc : Un système de parallèles se transforme en un système de droites

qui se coupent en un point déterminé de l'axe des y.

Une parallèle à l'axe des y se transforme en une autre parallèle à

cet axe.

Par exemple, PM se transforme en P'M', telle que OPxOP'= OA*.

I.esdenx parallèles sont situées iVnn même côléJe l'axe des y, et si l'une

se rapproche de cet axe, l'autre s'en éloii,Mie. L'axe des y se transforme en

une droite à l'infini, et la parallèle AB, se transformant en elle-même, est une

droite coma.une aux deux ligures.

Une parallèle à l'axe des x se transforme en une autre droite qui

passe par l'origine, et réciproquement.

Par exemple, CM' se transforme en CO, et réciproquement.

A l'aide de ces principes, il sera facile de se faire une idée de la trans-

formée d'une figure quelconque composée, comme on le voudra, dépeints,

de droites et de lignes polygonales ou courbes, sans qu'il soit nécessaire

d'opérer la transformation, que l'on pourrait d'ailleurs effectuer au besoin.

NOTE.

Proportion harmonique. — Étant donné un point, sur une droite AB,

il existe un autre point dont le rapport des distances aux deux extrémités

de la droite est le même que le rapport des distances du premier.

Soit le point C situé entre A et B {fig. 8); une transversale passant par

ce point donnera, sur des parallèles par A et B, deux segments AE, BF de

direction contraire; prolongeant l'un de ces segments AE d'ime longueur

égale 4G. et joignant GF, cette ligne coupera AB en un point D, tel que

DA_ AE _CA
DB ~ BF ~~ CB

Soit le point D situé sur le prolonge nent de AB ; une transversale pas-

sant parce point donnera, sur des parallèles par A et B, deux segments AG,

BF de même direction; prolongeant l'un de ces seguients AG d'une longueur
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égale AE et joif.'nant EF, celle ligne coupera AB en un point C, tel que

C\_ .\& _ DA
Gli liF DB"

Il résulte de cette conslrnction que les points C et D sont situés, l'un

sur la droite AB, l'autre sur son prolonj'emcnt, d'un même côté du milieu 0;

à droite si le rapport des distances est plus }j:rand que l'unité, à gauche

si le rapport est plus petit que l'unité.

Les géomètres grecs appelèrent la proportion ^ ^ ^^^ proportion

harmonique, parce qu'elle jouait un certain rôle dans leur théorie des tons

musicaux. Celle dénomination s est conservée, et on dit que les points C

et D divisent harmoniquement AB, ou qu'ils sont conjugués harmoniques

sur cette droite.

Réciproquement, A et B sont conjugués harmoniques sur CD , car la

. ,. . AC BG
proportion peul s écrire tjj = 075 •

On voit qu'il existe une infinité de systèmes de points conjugués harmo-

niques sur une droite AB, soit à droite, soit à gauche du milieu 0, qui a

son conjugué à l'inOni; car si C coïncide avec 0, AE =BF, et GF est paral-

lèle à AB.

Le produit des distances de deux points conjugués au milieu de la

droite est égal au carré de la moitié de la droite.

CA _ DA AO-f OC _ AO+OD .

CB ~ DB' ^^ AO—OC ~ OD—AO '^^"°®

^ = ?g , doù CO X DO = AO" .

AF
Comme le point C situé sur AB divise celle droite dans le rapport gp, on

dit par extension que le point D divise celle droite dans le même rapport.

Dans le premier cas les segmenls soiil addilifs, et dans le second ils sont

soustractifs.

Si le rapport est nul, ou si AE:=: 0, les deux points coïncident avec A.

Si le rapport est inQni, ou si BF =: 0, ils coïncident avec B.

C\ D\
Les deux rapports^, |-^ sont égaux en v;ileur absolue, mais dans le
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premier les segments ont des directions contraires, tandis que dans le se-

cond ils ont la même direction. On dit que le rapport est positif oa négatif,

et on lui donne, le signe -+ ou le signe — , suivant que les segments ont

même direction ou des directions contraires. C'est pour cela que M. Chasles

. .,
,

,. , . DÂ CA
écrit la proportion harmonique ^=— rrn .

En ayant égard à la valeur absolue dit rapport ^t à son signe, il

n'existe qu'un point qui divise une droite AB dans vn rapport donné.

Pour trouver ce point , on prendra sur des parallèles par A et B deux

segments qui soient, dans le rapport donné, de même direction, comme

AG, BF, si le rapport est positif, ce qui donnera le point D; et de sens con-

traire, comme AE, BF, si le rapport est négatif, ce qui donnera le point C.

Rapport anharmonique. — Étant donné un point C sur une droite AB,

on peut déterminer plus généralement un autre point D de la droite par la

condition que le rapport jyg soit un multiple de ^ , ou que le rapport

composé TT5 ! TTT> ail une valeur 1 donnée en grandeur et en signe.

M. Chasles appelle ce rapport composé, rapport anharmonique, parce (ju'on

retrouve la pro[)orlion, ouïe rapport harmonique, lorsque > =: — \.

CA , DA , . DA C'A „ ....
La relation ^ , 03 = '- donne jj^

= ^^ = X , ce qui revient a

diviser la droite AB dans un rapport donné >/ en grandeur et en signe.

Menons par le point C [fig. 9) une transversale qui donne sur les parallèles

c A A F
par A et B les segments AE, BF, tels que ôb

=^ gp • Prenons sur AE

ou sur son prolongement, suivant le signe de V, un segment AH tel que

A F—j = >.' et joignons HF. Celle droite coupera ABau point D, tel que

^ — ^ n GA,DA_AE_,,
DB ~ BF

•
'^ CB • DB ~ ÂIÎ

"" ^'
"

Le quatrième point D se confond avec un des trois autres, lorsque X' est

nul, infini ou égal à 1 ; car si gg ! tth = , CA X DB = 0, ce qui

exige que I) coïncide avec B. Si ^g ; g^ = 00 , CB x DA = , ce

qui exige que D coincide avec A.
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Si ^ =

jj^ , les deux rapports sont égaux et de même signe, ce qui

exige que D coïncide avec C.

Coordonnées. — On détermine la position diin point, sur un plan, en

se donnant ses distances à deux droites qui se coupent sur ce plan. Ces

dislances
, que l'on prend parallèlement aux droites , d'un côté ou de

l'autre, sont appelées les coordonnées du point, et les droites sont dites

les axes des coordo7inées. Le point d'intersection des axes est Vorigine des

coordonnées.

Ox, Oy étant les deux axes (fig. i) et M un point de leur plan, les coor-

données sont OP et PM. On donne plus particulièrement à l'une d'elles,

DP, le nom d'a^scîsse; et l'autre , PM
, prend le nom ^'ordonnée. Les

abscisses se désignent généralement par la lettre x, et les ordonnées par la

lettre y. Ainsi chaque point du plan a son x et son y, au moyen desquels

on peut le construire.

On appelle axe des abscisses, ou axe des x, celui sur lequel on prend

les abscisses ; l'autre est dit axe des ordonnées, ou des y. Le plus souvent,

on choisit les axes se coupant à angle droit ; les coordonnées sont alors

appelées rectangles ou rectangulaires.

L'invention des coordonnées est due à Descartes , qui ramena ainsi les

notions de forme à des notions de position , et par suite à des notions

purement numériques; ce qui permit d'appliquer le calcul à l'élude de la

géométrie.

§ IIL ^fÉTHODE GÉ0>rÉTRlQUE QUI RÉSULTE DE LA TRANSFORMATION.

16. Une figure peut se transformer de bien des manières, suivant le choix

des axes et la dislance de la parallèle.

Les points donnent des points correspondants, et les droites des droites

correspondantes de la nouvelle figure.

A des lignes polygonales, correspondent des lignes polygonales d'un même

nombre de côtés.

A des courbes, correspondent des courbes d'un même degré , c'est-à-

dire des courbes qu'une droite coupe en un même nombre de points.
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Les tangentes à une courbe se Iransforment en tangentes de la nouvelle

courbe, aux points corresponJnnts.

Si une tangente a son point de contact sur l'axe des y. la tangente à la

nouvelle courbe aura son point de contact à l'infini, et deviendra ce qu'on

appelle une asijmplote de la nouvelle courbe.

Supposons que l'on transforme une couibe fermée :

lo Si l'axe des y ne rencontre pas la courbe, on obtiendra une courbe

fermée du même degré.

2» Si l'axe des y coupe la courbe, la transformée aura des branches

infinies dont les asymptotes seront les transformées des tanizentesà la courbe

primitive, aux points où elle coupe l'axe des y. Ces asymptotes, faciles à con-

struire, feront connaître les directions vers lesquelles tendent de plus en plus,

sans pouvoir jamais les atteindre, les brandies infinies de la nouvelle courbe.

5" Si l'axe des y est langent à la courbe, la transformée aura des bran-

ches infinies pour chacune desquelles la direction asymptotique subsistera,

car ce sera celle de la droite qui joindrait le point de concours E au point

de contact de l'axe des y avec la courbe. La branche infinie de la nouvelle

courbe tendra de plus en plus à devenir parallèle à cette direction, mais il

n'y aura pas d'asymptote, car l'axe des y se transforme en une droite quel-

conque située à l'infini. Par conséquent: // ne peut exister de courbe

fermée d'un degré quelconque, sans qu'il existe des courbes du même

degré ayant des branches infinies, avec ou sans asymptotes, et le nombre

des asymptotes réelles sera au plus égal au degré de la courbe.

Le sens de la courbure de la transformée en un point quelconque est

facile à prévoir, d'après celui de la ligne donnée au point correspondant.

Si la courbe est concave vers l'axe des x comme au point M (fig. 1 0), c'est-

à-dire située aux environs de ce point, de part et d'autre, au-dessous de la

tangente, il en sera de même pour la transformée au point M' Si la courbe est

convexe vers l'axe des x comme au point N, c'est-à dire située aux environs

de ce point, de part et d'autre, au-dessus de la tangente, il en sera de même
pour la transformée au point N'.

Par rapport à l'axe des y, la courbure de la transformée sera en sens

inverse de celle de la ligne donnée, car plus un point se rapproche de l'axe

des y, plus le point transformé s'éloigne de cet axe.
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Donc: à un point di' inflexion, c'est-à-dire à un clian<,'ement dans le sens

de la courbure, comme en P, correspondra un point d'inflexion de la trans-

formée en P'.

17. Courbes du second degré. — Appliquons ces principes à la trans-

formation du cercle; nous en déduirons in classiûcntion et la forme des

courbes du second degré.

lo Si l'axe des y est extérieur an cercle, la nouvelle courba sera fermée

sans inflexion, comme le cercle, et ne pourra être coupée, comme lui, par

une droile eu plus de deux points. Elle aura la forme d'un ovale, et ou

l'appelle ellipse.

2° Si l'axe des y coupe le cercle, les deux arcs situés de part et d'autre

de cet axe, étant concaves vers l'axe des y, produiront chacun une courbe

continue toujours convexe vers cet axe.

Ces deux courbes seront séparées, mais auront pourasymptotes communes

les transformées des deux tangentes au cercle par les points où il coupe

l'axe des y. Ainsi, la courbe sera formée de deux parties, ou de deux bran-

ches distinctes, comprises entre les deux côlés de deux angles opposés par le

sommet, el s'approchani sans cesse de ces côlés sans pouvoir jamais les

atteindre. Cette nouvelle courbe a reçu le nom ù'/iyperbole.

3" Si l'axe des y est tangent au cercle, la transformée se composera d'une

seule branche ouverte, convexe vers l'axe des y. La direction asymptotique

subsistera, et la courbe tendra de plus en plus à devenir parallèle à cette

direction, ce qui la distingue d'une branche d'hyperbole; mais elle n'aura

pas d'asymptote, ou pour mieux dire l'asymptote est une droite à l'inflni, à

laquelle elle tend à devenir tangente. Cette nouvelle courbe est la parabole.

Donc il existe trois sortes de courbes du second degré : l'ellipse, qui

comprend le cercle, l'hyperbole et la parabole.

Puisqu'elles sont en perspective avec le cercle, elles sont des sections

planes d'un cône qui airail pour base ce cercle ; de h vient la dénomina-

tion de sfc//ort5 coniques, ou plus simplement de coniques, donnée aux cour-

bes du second degré.

La transformation indique la propriété commune par laquelle on les

déflnit ordinairement.

3
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Nous avons vu qu'un poinl M se Iransforme en un point M' de la direc-

n EM, tel que -^^ = ^p • <^omme OP x OP ^= 0A% ^^ = ^x '

.. . EM' EM
^°" oF = ÔÂ-

EM
Si le point M rlécrit nn cercle ayant pour centre le point E, ---t sera

constant, et le point M' décrira une conique telle que ^ypr sera constant.

Or EM' est la distance du point M' à un point Qxe E, et OP' est la distance

du même point à la droite fixe prise pour axe des y, quelle que soit d'ailleurs

la position de cet axe par rapport au cercle. Par conséquent*

Une conique est le lieu des points dont les distances à un point fixe et

à une droite fixe sont dans un rapport constant.

Le point fixe est appelé le foyer de la conique, et la droite fixe en est

dite la directrice.

La nature de la conique dépend du rapport constant ^ = ^ .

Si le rapport est plus petit que l'unité , l'axe des y est extérieur au

cercle, et la conique est une ellipse.

Si le rapport est plus grand que l'unité, l'axe des y coupe le cercle, et

la conique est une hyperbole.

Sile rapport est égal àTunité, l'axe des y louche le cercle, et la coni-

que est une parabole.

Réciproquement : Toute conique se transforme en un cercle, en prenant

son foyer pour point de concours et sa directrice pour axe des y.

„ EM' OA ,. . EM OA „.
, , ,, ^ • -,

Car on a : ^^ = 013'*^'*^^ ^p ^=
k\ï'

• '^' '® P*^'"' ^^ décrit une

EM
conique dont E soit le foyer et l'axe des y la directrice, ôir sera constant, et

par suite, EM' étant constant, le point M' décrira un cercle ayant pour centre

le foyer.

On vient de voir que les coniques sont des sections planes d'un cône

ayant pour base un cercle. Il est facile de démontrer que ces courbes sont

des sections planes d'un cône ayant pour base l'une quelconque d'entre elles,

et nous montrerons par cet exemple comment la transformation peut s'ap-

pliquer à l'élude des figures de l'espace.
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Soit une surface coDique {fîg. 1 1) ayant pour base une courbe C du second

degré, et pour sommet un point S qui se projette en s sur le plan de la base.

Cherchons la section de la surface par un |)lan qui ferait un angle a avec

la base, et qui aurait AB pour trace.

Abaissons la perpendiculaire sk sur la trace, élevons dans le plan de la

base, sur As, la perpendiculaire sS, égale à la hauteur du cône, et menons par

le point S une ligne SO qui fasse avec OA une angle SOA égal à l'inclinaison

X du plan sécant. La parallèle 0^ àAB sera la trace d'un plan parallèle au

plan sécant et passant par le sommet du cône.

Cela posé, prenons cette trace Qy pour axe des y, la perpendiculaire sk

pour axe des x, AB pour parallèle, et pour point de concours un point E sur

l'axe des a; tel que OE soit égal à OS.

La conique C se transformera en une conique C, et nous aurons trois

cas à considérer.

1° Si l'axe Oy est extérieur à la conique C, la transformée C sera une

ellipse; et comme le plan mené parO;/ et par le sommet du cône ne contiendra

aucune de ses génératrices, le plan donné coupera toutes ces génératrices

sur une des nappes de la surface conique, c'est-à-dire sur un des deux

cônes opposés par le sommet dont l'ensemble forme la surface conique.

2° Si l'axe des y coupe la conique C, la transformée C sera une hyperbole;

et comme le plan mené par Oy et le sommet du cône contiendra deux de ses

génératrices, le plan donné sera parallèle a ces deux génératrices, et coupera

toutes les autres sur l'une et sur l'autre des nappes de la surface conique.

5° Si l'axe des y touche la conique C, la transformée sera une parabole; et

comme le plan mené par Oy et par le sommet du cône sera langent au cône

suivant une génératrice, le plan donné sera parallèle à celle génératiice, et

coupera toutes les autres sur une même nappe de la surface conique.

Or, la transformée C'est, dans tous les cas, en perspective avec la base

C de la surface conique, et les deux courbes ne cessent pas d'être en per-

spective, pendant que le plan de l'une d'elles C tourne autour de la ligne

de terre AB. Donc, lorsque le plan de C coïncidera avec le plan donné,

on fera un angle a. avec la base, l'œil viendra se placer au sommet du

cône, et la transformée C sera l'inlersection de la surface conique par ce

plan.
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On dislingne les propriétés des figures on propriétés projectives, ou île

situation, et en propriétés métriques, ou de grandeur.

18. Les propriétés frojectives d'une figure ne sont pas altérées par la

transformation.

Carà une figure correspond une figure analogue quant au nouibre de points,

de droites, de lignes polygonales ou courbes, et on a vu que des points en

ligne droite se transforment en tout autant de points en ligne droite; que

des droites se coupant en un même point se transforment en toutaulant de

droites se coupant aussi en un même point ; que des tangentes ou des sé-

cantes à une courbe se transforment en tangentes ou en sécantes à une courbe

de même degré. Par conséquent:

Pour être en droit de conclure qu'une figure joïdt d'une propriété pro-

jective, il suffit de constater qu'on pourrait la transformer en une autre

pour laquelle cette propriété existe ou soit facile à démontrer.

Hâtons-nons d'éclaircir ces généralités par des exemples.

Deux triangles qui ont les sommets correspondants sur trois droites qui

concourent en un même point, ont les côtés correspondants qui se coupent

sur une même droite.

Prenons pour axe des y la droite passant par le point où se coupent deux

couples de côtés correspondants: il en résultera deux nouveaux triangles ayant,

comme les premiers, les somfuets sur trois droites qui concourent en un

même point, mais deux couples de côtés correspondants parallèles, et par

conséquent semblables. Les troisièmes côtés étant aussi parallèles, les côtés

correspondants dos triangles primitifs se couperont sur l'axe des y.

Réciproquement: Deux triangles qui ont les côtés correspondants qui

se coupent sur la même droite , ont les sommets correspondants sur trois

droites concourantes en un même point.

Prenons pour axe des y la droite sur laquelle se coupent les côtés corres-

pondants. Il en résultera deux nouvaux triangles ayant les côtés parallèles,

et par conséquent semblables. Les sommets correspondants seront situés sur

trois droites concourant au centre de similituile; donc les triangles primitifs

auront aussi les sommets sur trois droites concourantes en un même point,

qui sera le transformé du centre de similitude.
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Par un point donné 'SI mener une droite qui passe par le point de con-

cours de deux droites données AB, CD, en ne faisant usage que de la règle.

Menons par un point S (fig. 12) deux Iransversales dont l'une passe par

le point yi, qui forment avec les deux droites données un quadrilatère

ABCD. Ce quadrilatère se transformerait en parallélogramme si l'on prenait

pour axe des y la droite passant par le point S et par le point de concours

des deux droites données. L'inspection de la nouvelle figure indiquera cette

solution du problème proposé.

Tracez les diagonales AC, BU du quadrilatère ABCD, et la droite SE qui

passe par leur intersection ; joignez MC coupant SE en F, et DF coupant BC

en X; MN sera la droite demandée.

En joignant MB coupant SE en G, la ligne AG passera aussi par le

point N, ce qui servira de vérification.

N. B. — La construction s'applique èvideniinent an cas où, les droites

AB et Cl) étant parallèles, on voudrait mener par le point M une troisième

parallèle, et peut s'efTecluer sur le terrain parla méthode des alignements.

Mener par un point une tangente à une conique, en ne faisant usage

que de la règle.

On peut considérer la conique comme la transformée d'un cercle. Or, les

droites qui joignent deux à deux les extrémités de deux cordes parallèles

d'un cercle se coupent sur le diamètre qui joint les points de contact des

tangentes an cercle parallèles à ces cordes.

Donc, si l'on mène parle point deux sécantes à la conique, les droites qui

joindront deux à deux les intersections de ces sécantes avec la courbe se

couperont sur la corde de contact des tangentes à la conique par le point

donné.

Étant pris sur deux droites deux séries de trois points correspondants

A, B, C, et A', B', C, les points de croisement ^\,îi, Pdes diagonales AB'

et BA', AC et C.V, CB' et BC, seront en ligne droite (fig. 13).

Transformons la figure en prenant une des deux droites, par exemple

celle qni contient les points A',B',C', pour axe des y. Les lignes BA', CA',

deviendront deux parallèles ba', ca'. Les lignes AC, BC deviendront deux

autres parallèles ab', cb', et les lignes AB'. CB' deux antres parallèles ab', cb'

.

Il en résultera une nouvelle figure, et pour démontrer que les points M, N, P,
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de la première sont en ligne droile, il suffira de démontrer que les points

correspondants m, n, p, de la seconde sont en ligne droite, ce qui revient à

prouver que les triangles mrn,nsp sont semblables. Les côtés rm et m du

premier étant respectivement parallèles aux côtés sn, sp du second, il reste

à démontrer la proportionnalité de ces côtés. Les triangles mra, psc étant

semblables, — = —
, d'où rax. 5C= rmx sp. Les triangles semblables

arb , bsc donnent — = ^ , ou — = —
, d'où ra ^>< se ^=^ sn y< m ;

sb

donc rmx sp = sw x m, ou — = — c.q.f.d
rii

La transformation de la figure indique que ce théorème, dont la démons-

tration parait insoluble par la géométrie ordinaire, se ramène à cette pro-

position élémentaire:

Etant donné un parallélogramme bvn?,, si par un sommet bon mène

une transversale coupant les côtés de [angle opposé n en a et c, et que par

ces points on mène des parallèles dans une direction quelconque, ces pa-

rallèles couperont les côtés de l'angle b en deux points m et "^ en ligne

droite avec le sommet opposé n.

Mais le parallélogramme ^rns est le transformé du quadrilatère BRNS,

d'où résulte ce nouveau théorème :

Étant donné un quadrilatère BRNS, si par le sommet B on mène une

transversale coupant les côtés de l'angle opposé N en A et C, et que l'on

joigne ces points à un point quelcoîique M' pris sur la ligne A'C sur la-

quelle concourent les côtés opposés , les droites AB', CB' couperont les

côtés de l'angle B en deux points M, P en ligne droite avec le som,met

opposé N.

Enfin, si l'on remarque que les six points A, B,C et A',B',C' forment un

hexagone AB'CA'BC'A inscrit aux deux droites AC et A'C, et que les côtés

opposés de cet hexagone sont les diagonales AB'et BA', CB' et BC, CA' et

AC, on voit que le théorème primitif revient au suivant :

Dans tout hexagone inscrit à deux droites, les côtés opposés se coupent

en trois points situés sur la même droite.

Ce théorème lui-même se ramène par la transformation à cette propriété

élémentaire du trapèze :



- 27 -

Par le point de concours E des côtés d'un trapèze ABCD {fiq. 14), me-

nons une transversale qui coupe les bases en a e^ a'; les parallèles menées

par ces points respectivement aux côtés du trapèze se coupent sur une des

diagonales du trapèze.

Caria parallèle au côté BC par le pointa coupe la diagonale AC au point

>», et rj^ = -r^ = rr-, ; donc a'm est parallèle à l'autre côté DA. DeCm Btt La ^

même la parallèle à AD par le point a coupe la diagonale BD en m', et a'm'

est parallèle à l'antre côté BC.

Cela posé, transformons la figure en prenant pour axe des y une droite

quelconque. Le trapèze deviendra un quadrilatère dont les côtés opposés

AB, DC se coupent en S sur la droite prise pour axe des y, et dont les autres

côtés AD, BC couperont cet axe en Oel 0' {fig. 13).

En menant par un point quelconque E une transversale qui coupe les

côtés AB, DC en a et «', les lignes O'a et Oa' concourront sur la diagonale

AC en m, et on aura un hexagone EOVSaOE inscrit à deux droites 00'

et Ea dont les côtés opposés se couperont en trois points C, m. A, situés en

ligne droite.

^fais l'inspection de la figure indique ce nouveau théorème :

Étant donné un angle ASC et deux points et 0' en ligne droite avec

le sommet S, si autour d'un point quelconque E on fait tourner une droite

qui coupe ces côtés de l'angle en a et a', le point de rencontre des deux

lignes OaelOa' décrira une droite A(>. De même, le point de rencontre

des deux lignes Oa' et O'a décrira une autre droite BD.

Réciproquement : Si autour des deux points 0, 0'. on fait tourner deux

rayons dont l'intersection m glisse sur une droite AC, la droiteti^' pivo-

tera autour d'un point fixe E.

Ce tliéorème se ramène, par la transformation, à la réciproque de celui

démontré pour le trapèze :

Si par un point m de la diagonale AC d'un trapèze on mène des paral-

lèles ma, ma' aux côtés, la ligne aa' passera par le point de concours E

de ces côtés.

\a t\m Da'

B(7 Cm Ca
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II n'est point de théorème ou de problème dont on ne puisse de même

transformer l'énoncé en tiansformnnt la flgnre qui s'y rapporte. Les proposi-

tions les plus élémentaires peuvent ainsi conduire à des propositions dont on

n'aurait pas soupçonné l'existence, souvent Irès-difflcile à démontrer direc-

tement; et des propositions gui paraissent d'abord présenter des difficultés

se ramènent à d'autres qui sont évid'^ntes ou dont la démonstration est

facile, ce qui fait naître les rapprocliements les [»liis inattendus.

19. Les propriétés inétriques sont généralement altérées par la trans-

formation.

Il faudra donc étudier les modiflcalions qu'elles peuvent subir, ou savoir

les transformer en d'autres qui soient projeclives. Bornons-nous à étudier

celles qui se présentent le plus souvent.

Transformation des angles. — On a vu que la direction de la transfor-

mée d'une droite s'obtient en joignant le point de concours E au point où

la droite coupe l'axe des?/. Soient deux droites qui coupent cet axe en A et B,

l'angle des transformées sera égal à AEB, quelles que soient d'ailleurs les direc-

tions des deux droites. Pour transformer deux droites en deux autres qui se

coupent sous un angle donné, on prendra pour axe des y une droite quel-

conque qui coupe les deux droites en A etB. Le lieu du point E sera le seg-

ment de cercle décrit sur AB, et capable de l'angle donné; le lieu de l'œil

qui dans l'espace verrait les deux droite» se coupant sous cet angle, sera la

surface de révolution engendrée jiar le segment de cercle tournant autour

de AB.

Si l'on prend le point E sur la circonférence ayant AB pour diamètre,

les nouvelles droites seront rectangulaires. L'origine Osera la projection du

point E sur AB, et on aura OA X OB = OE ^

Réciproquement : Deux droites qiii déterminent sur l'axe des y. départ

et d'autre de l'origine 0, des segments tels que OA x OB = CE*, se

transforment en deux droites rectangulaires.

Car le triangle AEB sera rectangle en E.

Soient A, B, C, les points où les trois côtés d'un triangle coupent l'axe

des y. On pourra transformer ce triangle en un autre qui ait des angles

donnés, ou qui soit semblable à un triangle donné. En effet, décrivons sur
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AB un segment de cercle capable de l'un des angles du nouveau triangle,

et sur BG ou AC un segment de cercle capable d'un autre angle. Ces seg-

ments se couperont en un second [)oint E qui sera le point de concours.

Le lieu de l'œil sera la circonférence décrite par ce point dans un plan per-

pendiculaire à l'axe des y.

Soit ABCD un quadrilatère dont les côtés opposés se coupent en F et

en G [fig. 16). L'ensmible de la figure est ce qu'on appelle un quadrilatère

complet, et la droite FG qui joint les points de concours des côtés opposés

est dite la troisième diagonale du quadrilatère complet. En prenant cette

troisième diagonale FG pour axe des y, le quadrilatère complet se trans-

formera en un parallélogramme, d'où il résulte que le parallélogramme a

une troisième diagonale à l'infini. En prenant le point de concours E sur

un segment de cercle décrit sur FG, et capable d'un angle donné, on

obtiendrait un parallélogramme dont les côtés se couperaient sous cet angle.

On obtiendrait un rectangleen prenant lepoint E sur la circonférence ayant

pour diamètre FG.

On obtiendrait un carré en prenant le point E à l'intersection des circon-

férences décrites surFG et HK comme diamètres.

On obtiendrait un trapèze en prenant pour axo des y une droite quelcon-

que passant par une des extrémités de la troisième diagonale, d'où l'on voit

que la troisième diagonale d'un trapèze est la parallèle aux bases par le

point de concours des côtés.

La transformation des angles conduit à un nouveau tracé de la perspec-

tive que nous croyons devoir signaler.

Soient P et Q {fig. 17) deux points quelconques sur l'axe des y, et M un

point de la figure. .Menons par ces points deux droites MP, MQ, qui coupent la

parallèle AB en G et 0. PEQ sera l'angle des transformées de ces droites, et

le point M' sera l'intersection des parallèles par G et D aux directions EP, EQ.

Comme vèriQcation, la droite MM' devra passer par le point E.

Transformation des distances. — Soient OP,OQ les abscisses de deux

points d'une droite, et OF une parallèle à cette droite par l'origine 0(/îy. 18).

Le segment MN compris entre les ordonnées correspondantes sera égal à la

distance des deux points de la droite. Les abscisses OP.OQ se transfor-
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meront en OP' = -7^ et OQ = -^ . Les ordonnées correspondantes

interceptent sur la parallèle OG , à la transformée de la droite, un segment

M'iN' dont il faut trouver le rapport avec MN.

MN_qF M'N^ _ OG
PQ ~ OA ^ P'y' ~ OA '

,, . M'N' OG ^^ P'Q' D-r^' niy nr\' OA» OA*
^o^Iïn-^ôfXTq-- PQ ==0P -OQ =ôP - OQ

OA'.PQ . .„v' OA^OG^^ MN
; donc MA = —rrr. X~ OP.Og '

"""'^^'^-'' — OF ^OPxOQ'
0\' X OG

Désignons par X la constante—q^ ,
qui sera la même pour tous les

segments pris sur une même droite, par a, h les abscisses OP et OQ, et

par D et D' les distances MN et M'iN'; nous aurons la formule

D' = A -. (1)
ab ^ '

analogue à celle que donne Poncelet {Prop. Project., 9).

Si OA était différent de CE, en désignant par D" la distance D trans-

OF
formée , on aurait D" = ^^ X D' ; d'où

„ _ OA X OE X OG D
U TTB XOF ^ OP X OQ

•

Ce qui revient à remplacer le facteur OA' de la constante X par

OE X OA. Ainsi la formule (1) s'applique à tous les cas.

Soient trois points A, B, M situés sur la même droite, a, b, m leurs

abscisses respectives, et A', B', M' les points transformés; on aura par la

formule (1)

d'où

A'M = / — , B M' = X T— ;am ' bm

A'W _ b AM
B'M' a BM '

A'M' _ AM .

WW — *" • BM • *'^'

La constante &> désigne le rapport inverse - des abscisses des deux points

A et B dont on prend les distances à un troisième M.
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Il est d'ailleurs facile de trouver directement cette nouvelle formule, qui

sera d'un grand usage. En effet, les distances entre les points d'une même

droite sont proportionnelles à leurs projections sur l'axe des x, ou à la

différence des abscisses de leurs extrémités. Donc, îttï = -, • bxt

A'M' O V O \^ OA* '

devient {ttttt , a, b, m deviennent— , —^ ,
— . Substituant et re-

B M a b ^ m
duisant, on trouve la formule (2).

Le rapport anharmonique et la projection harmonique ne sont pas

altérés par la transformation.

„ ., AB . DB ^
, , , ,Q\ A'B' AB

Soit r^ ; g^ . On a par la formule (2) jtç-, = « ^
D^B' _ DB , ^ • P^ — A'B' . D^'

®^ D'G " DG ' °'^"*^ AC • DG ~ A' G' ' D'G"

^. AB DB . A'B' D'B'
S' IG =^ DG ' °" ''^"'^ '"5^' rc = ÎTG'

•

Faisceait de quatre droites.— M. Cliasles appelle rapport anharmonique

de quatre droites issues d'un même point, ou d'un faisceau de quatre

droites, le rapport des sinus des angles de l'une des droites avec deux des

autres, divisé par le rapport des sinus des angles de la quatrième avec ces

deux-là.

Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites est égal à

celui des quatre points d'insertion de ces droites par une transversale

quelconque.

Soient A, B, C, D les qur:tre droites qui se coupent en 0, et a, b, c, d

les points d'intersection par une transversale quelconque 'ftg. 19). Les sinus

des angles d'un triangle étant [iroporlionnels aux côtés opposés, on a par le

triangle Oac, en désignant par la nolalion (A, C) l'angle des deux droites A

etC,
sin (A, C) ac

siu c aO '

et par le triangle Oad,
sin (A,D) ad

sin d aO '

,, . sin (A, C) ££ ^^ sind
^ °"

8in (A, D) ~ ad^^ sin c
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On trouverait de même par les triangles Obc, Obd

siû (B,C) '"^ v^ shid
_

sin (B, D] bcl^ sîûl '

^ sia(A,C) . sin fB, G) ac . bc .,
par conséquent ^--i^^

. ^--^ = -^ . ^-^ , c.q.f.d.

On voit par là qu'un faisceau de quatre droites donne le même rapport

anharmonique sur toutes les transversales, ce qui est d'ailleurs facile à dé-

montrer à 'priori par la transformation. En effet, prenons une des droites

D pour axe des y ; les trois autres A, B, C se transformeront en trois pa-

rallèles A', B', C. a, b, c, d élanl les intersections des quatre droites par

une transversale, et a', b\ c' les intersections des parallèles par la trans-

formée de la transversale, comme le point d se transforme en un point qui

passe à l'infini, on aura
fa , da c'a'

cb * db c'b'
'

et le second membre étant constant, quelle que soit la transversale , il en

est de même du premier.

iV. B. On pourrait appeler plus simplement rapport anharmonique d'un

faisceau de quatre droites celui des quatre points d'intersection par une

transversale; mais la considération des sinus est utile dans beaucoup de cas.

Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites n'est pas

altéré par la transformation.

Car les transformées forment un faisceau do ipialre droites (jui coupent

la parallèle AB aux n)êmes points.

Soient trois droites A, B, M se coupant en 0; les transformées A', B', M'

se couperont en 0', et la droite 00' passant par le point de concours E sera

à elle-même sa transformée. On aura donc en et 0' deux faisceaux dont

les rapports anharmoniques seront éi^aux. Par conséquent,

sin (A, M) . sin (A,OE) sin fA^ M') . . sin (A', O'E)

sinfB, M) ' sin (B,OE)
"~"

sin fB', M') • sin (B',0'Ey
'

sin (A, M) sin fA', M') ,_.
°"

siu (B,M)
~~

sin (B',M')' ^^^
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La constante ). est indépentlanle de la direction de la troisième droite M,

dont on prend les angles avec les deux antres A, B.

Les dislances d'nn point quelconque de M à A et B sont proportionnelles

à sin (A, M) et sin (B, M). Appelons p, q ces distances, cl /)', q' les dis-

tances du point correspondant de la droite M' à A' et B'; la formule (5)

deviendra

^-=lK. (4)

Voici quelques applications de ces formules.

Trois points é;,'alement distants sur une droite sont en proportion anliar-

monique avec le point de la droite situé à l'inûni. Donc :

Trois points également distants sur mie droite indiquent quatre points

en proportion harmonique sur la transformée de la droite. Le quatrième

point est l'intorscclion de la transformée avec la droite prise pour axe des

y, comme il sérail d'ailleurs facile de le démontrer directement.

Par conséquent, sachant que les Irois médianes d'un triangle se coupent

en un même poinl, la Iransformation apprend que ce théorème n'est qu'un

cas particulier du suivant :

Si dans le plan d'un triangle on a une transversale quelconque, et que

Von prenne sur chaque côté le conjugué harmonique des points de ren-

contre de la transversale, par rapport aux deux sommets du triangle;

en joignant chacun des points ainsi obtenus au sommet opposé, il en

résultera trois droites qui se couperont en un même point.

Un triangle ABC peut se transformer en un autre A'B'C. de ma-

nière qu'un poinl quelconque P de son plan devienne le centre de gra-

vité P', ou le poinl où se coupent les médianes, du nouveau triangle.

Joignons AP, «jui coupe le coté opposé BC, eu a, et soit a' le con-

jugué harmoniiiue de a surBC; joignons BP qui coupe le côté AC en b,

el soit b' le conjugué harmonique de b sur AC; en prenant la droite a'b'

pour axe des ij, les lignes PA, PB devieu. Iront deux médianes du nouveau

triangle A'B'C; par conséquent CP deviendra la Iroisiéiue médiane, et

le point P se transformera en P', centre de gravité du nouveau triangle.

N. B. Le point c, où CP coupe le côté AB , aura pour conjugué har-

monique, sur AB, un point c' en ligue droite avec a', b'; le triangle abc
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inscrit au (hangle ABC lui sera liomologiqne, et toutes les lignes rie la

figure présenteront quatre points en proportion harmonique.

Trois points d'une droite sont en rapport anharmonique avec le point de

la droite situé à l'inûiii, et ce rapport anharmonique eît égal au rapport

simple des distances de l'un des trois points aux deux autres.

r3onc : Un rapport simple entre les distances de trois points d'une

droite indique un rapport anharmonique égal de quatre points sur la

transformée de la droite. Le quatiiéme point est l'inteisection de la trans-

formée avec la droite prise pour axe des ij.

Ce principe permet de généraliser la théorie des lignes proportionnelles.

En effet, soient ab et a'b' deux droites divisées en parties proportion-

nelles, et m, m' deux points o^rrespondanls des deux divisions, ou tels que

am a'm'

bm b'm'

En transformant la figure, a, b, m deviendront A, B, M, et a', b', m'

deviendront A', B', M'. C et C étant les points où les nouvelles droites AB
et A'B' coupent celle que l'on prend pour axe des y, on aura

am AM
bm ~~ BM
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axe des y la ligne qui fasse -par dntx points correspondants des deux

divisions hom ograph iques

.

r -, AM . AC A'M' . AC;
Car, soit g^ . -7-^ =

j,
. -7-^77- , et prenons pour axe des y la

droite passant par les points C et C. Ces points se transformeront en deux

autres, à l'infini, et on aura ^ = rr—r, c.q.f.d.

On voit par là que la similitude n'est qu'un cas particulier de Vhomo-

graphie, que la géométrie ordinaire ne soupçonnait pas.

Soient A, B, C... n points ayant pour coordonnées a, a'; h, b'; c, c';...

on appelle centre des moyennes distances un point ayant pour coordonnées

X, y, tels que nx ^^ a -v- h 4- c -i- ou nx ^=ia, et que

ny =^ a' -^ b' -\- c' + ou ny = sa'.

Le centre de moyenne distance de deux points A, B est le milieu de

la droite qui les joint ; car 2x =a + b, et 2^ = a' + b' . Ce milieu se

transforme en un point conjugué harmonique sur A'B' du point où cette0)121 1

droite coupe l'axe des y, tel que - = —1- r et - = - 4- ,- •
*^

"^ ^ X a b y a b

Le centre des moyenne? dislances de n points .\, B, C. . . se transforme

en un point tel que -=2- et - = i r appelé par Poncelet centre des

moyennes harmoniques. Le centre des moyennes distances est indépendant

de la droite que l'on prend pour axe des y ; mais le centre des moyennes

harmoniques varie avec la position de cette droite, que Poncelet appelle axe

des moyennes harmoniques.

Donc : Le centre des moyennes distances de plusieurs points situés sur

la même droite se transforme en centre des moyennes harmoniques des

points correspondants de la nouvelle droite.

Par exemple, de ce théorème de Newton :

Si, sur chacune des sécantes parallèles d'une courbe d'un degré quel-

conque, on prend le centre des moyennes distances des intersections de

la sécante avec la courbe, le lieu de ces centres sera une ligne droite.

On est en droit de conclure cet autre théorème de Cotes :

Si, sur chacune des sécantes issues d'un même point à une courbe de

degré quelconque, on prend le centre des moyennes harmoniques des
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intersections de la sécante avec la courbe, le lieu de ces centres sera une

ligne droite.

Pour une conique, le Ihéorème de Cotes résulte de ce que les milieux de

toutes les cordes parallèles d'un cercle sont en ligne droite.

Donc : Une conique se reproduit en prenant pour point de concours un

point quelconque, et pour parallèle le lieu du conjugué harmonique de ce

point sur toutes les cordes de la conique qui passent par ce point.

On verra que ce lieu est la polaire du point. Si le point est extérieur à la

conique, la polaire devient la corde de contact de ce point. Si le point est à

l'infini, la polaire passe par les milieux d'un système de cordes parallèles de

la conique; et comme la conique peut se transformer en un cercle :

Un cercle ou une conique se reproduisent en prenant pour point de

concours un point quelconque extérieur, et pour parallèle la corde de

contact de ce point.

On conçoit la facilité qui en résultera pour les démonstrations.

20. Nous terminerons par l'étude des propriétés métriques de deux

figures homologiques quelconques.

Si l'on prend sur deux droites correspondantes RS et R'S' de deux

figures homologiques (fig. 1) les points \ et}' , dont les homologues sont à

l'infini, le produit des distances de deux points homologues quelcon-

ques M, M' de ces deux droites aux points I et J' respectivement , sera

constant. {G. S., 510.)

Car par les triangles semblables EMl, EM'J'

^J = ^, ; d'où Ml X M'J' = El X EJ' = const.

Le produit des distances de deux points homologues M, M' aux deux

droites Oy et JJ' de chaque figure qui correspondent à l'infini de l'autre,

est constant. (G. S., 514.)

Ces distances sont égales à OP et à P'J' = P'A + AJ' = CM' -l- OE.

CM' = ^^^^r^ ; donc OP X P'J' = OE x PA -4- OE X OP, ou

OP X P'J' = OE X OA = const.

De là résulte cette nouvelle définition des figures homologiques :
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Etant données deux droites parallèles Oy et JJ' dans le 'plan d'une

figure, si d'un point fixe E on mène un rayon à chaque point de la

figure et qu'on prenne sur ce raijon un point nV tel que le produit des

distances des deux points m, m' aux deux parallèles soit constant, le point

m' décrira une figure homoloqiqne. [G. S. 530.)

Le rapport des distances de deux points fixes a, b d'une figure à une

droite L , est au rapport des distances des deux points fixes corres-

pondants a', b', à la droite correspondante L', dans une raison constante.

Car L et L' coupent les droites ab , a'b' en deux points correspondants

m, m', et on a par la formule 2)

am ^ a'm'

hrn ' b'm'

am et bm sont proportionnelles aux dislances de la droite L aux points

a et b, et a'm' , b'tn' sont proportionnelles aux distances de la droite L' aux

points a', b' , d'où résulte la proposition énoncée.

Le rapport des distances d'un point quelconque m de l'une des figures

à deux droites fixes A, B, est au rapport des distances du point corres-

pondant m' aux deux droites correspondantes A', B' dans une raison con-

stante. [G. S. 512.)

Car A,B et A',B' se coupant en deux points correspondants d, rf', joignons

dm, d'm' , et désignons ces droites par M, M'; on aura par hi formule (3)

sin (A, M) sin 'A', M'j

sin (B, M) ~~ '• sin (B',M') "

Ou bien p, q étant les distances des droites A, B au point m, et //, q'

celles des droites A', B' au point m', on a par la formule '4)

E = )
tî

Le rapport des distances de deux points correspondants m, m' à deux

droites correspondantes A, A', est au rapport des distances de ces points

au point de concours E (centre homologique) dans une raison constante.

Car une (Iroite quelconque passant par le point de concours E coupe

A, A' en deux points correspondants d, d', et celte droite étant à e!lc-méme

6
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sa transformée, les distances des points m, m' à cette droite sont propor-

tionnelles à Em, Em'; on a donc, par le théorème précédent, en appelant

p, p' les distances des points w, m' à A, A'

p ^ Em
p' Em'

N. B. Lorsque l'un ou deux des points fixes, ou l'une ou deux droites

fixes passent à l'infini, cela revient à supposer égaux à l'unité les seg-

ments qui deviennent infinis ou les distances qui deviennent infinies.

„ .. (im , a'
m'

Soit j— = ). rr—

7

bin m
position particulière c du point m, et c' él;int la position correspondante

de m', on a X =: p x -t^;. Si le point b' passe à l'inOni, le segment b'm'

devient infini, mais disparaît à cause do segment i' c' de la constante,

qui devient aussi infini, et l'on a

am . , ,-— z:=lam,
b m '

ce qui revient à faire b'm' = 1 dans la formule.

On a maintenant

bc X a'c'

Si le point a passe à l'infini, am devient infini, mais disparaît à cause

du facteur ac de la constante, qui devient aussi infini, et

,
— =: la m ,bm

ce qui revient <à faire am = \ dans la formule.

N. B. b et a' sont les points I et J' de chacune des deux droites qui

correspondent à l'inliiii de l'autre, et bm x a'm est constant, comme nous

l'avions déjà démontré.

On discuterait de même la formule

sin (A, M) sin (A', M')

siu (B, M)
""• ^ sin (B',M')

'

P ^ V'

[
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Par exemple, si la droite B passe à rinfini , on a p = X -, . D'où ré-

sulte ce théorème, d'ailleurs facile à démontrer directement :

La dislance de chaque point d'une fitjure à une droite fixe A est au

rapport des distances du point correspondant de l'autre figure aux

droites A', B' qui correspondent à A et à l'infini de la première figure,

dans une raison constante. (G. S. SI 5.)

On discuterait de même la formule -, = l J^, ; car si une des droites

A coïncide avec la parallèle (axe d'iiomologie ) , A' se correspond à elle-

même, et F étant le point où Em coupe la parallèle, on retrouve le rapport

, . Em , Fm
anharmonique ^=i^,.

Si l'on suppose l'axe d'homologie à l'inflni, jr^, = 1, et g^,= >.. Alors

les deux figures sont semblables et ont le point E pour centre de simi-

litude.

Si E esta l'infini, ~^, = 1 , et A étant constant, cbacunc des figures se
h>n p

déduira de l'autre par l'accroissement des coordonnées, par rapport à l'axe

d'homologie.

Si la droite A passe à l'infini, A' deviendra la droite JJ', et Em= l —^ .

De même, si A' passe à l'infini, A devient la droite Oy, et Em' = l —j-
;

d'où l'on voit que si l'un des points décrit un cercle, l'autre décrira une

conique, comme nous l'avions déjà démontré.

EXPOSÉ ANALYTIQfE DE LA MÉTHODE.

Tout mode de transformation des figures planes revient à se donner deux

relations quelconques entre les coordonnées d'un point x, y d'une figure

et les coordonnées d'un point correspondant x' ,
y' de la nouvelle figure.

F(a;, y) = étant la courbe que décrit le point x, y , on aura celle que

décrit le point x', y en éliminant x, y au moyen des deux relations. On

peut d'ailleurs supposer les deux figures rapportées aux mêmes axes on à

des axes différents.



— 40 —
Le cas le plus simple est celui où l'on se donne des relations algébriques

et du premier degré en x, y, x', y'

.

En prenant les relations

ay -\- bx -\- c dy' -\- b'x -j- c

a"y' -\- b"x' -\- c" ^ a"y' ~\- b"x -\- c"

Waring généralisa la transformation du lemme XXII des principes de

Newton, et en rapportant les deux figures de ce lemme aux mêmes axes,

on trouve les relations plus simples de la page 15 , qui prouvent que les

deux figures sont homologiques-

En effet, la droite Y — ?/ =: ^ ~ •^, (X— x) qui joint deux points cor-

respondants , donne sur l'axe des Y un segment constant X =— d.

Une droite quelconque Y = hjX -t- </ se transforme en une autre dont

le coefficient angulaire est ^; et comme pour X ^ A;, on a Y' = Y, la

droite et sa transformée se coupent sur la parallèle X = /^ à l'axe des y.

Par conséquent : le centre d'homologie est le point E sur l'axe des X tel

que OE = — d, et l'axe d'homologie est une parallèle à l'axe des Y à la

distance OA = k.

M, M' étant deux points correspondants, la droite MM' passe par le point E,

et g^ = —TTl ^ - • F étant le point où MM' coupe l'axe d'homologie,

FM' X —k d ,, . EM' . FM' A-. .
, . j

^rrr= i = -
; d OU ç-rr . î^TT = -; . ce QUI prouvc la constance duFM A- — X X EM FM (/ ^ '^

rapport anharmonique des quatre points E, F, M, M'.

Pour toute autre distance k' de la parallèle à l'axe des y , M se transfor-

,,„ , , EM" k: , EM' k .,..,.,. ...

merait enM , tel que ^^^ = -
; doncg^ = ^, ; dou résulte la smiili-

tude des transformées.

Par conséquent, il suffit d'opérer la transformation pour le cas le plus

simple où É?= k. Alors les points M, M' étant conjugués harmoniques sur

EF, se reproduisent réciproquement.

Voilà pourquoi nous avions appelé transformation Newtonicnne celle qui

résulte de ces formules.

Une droite y = ma; -f- ^ se transforme en une nouvelle droite
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1/= '{x -{- mk.

9 resu.nt constant, toutes les tnnsforniées sont parallèles, m restant constnnt,
toutes les transformées se coupent au même point sur l'axe des y. La droite
y _ w (a; + k) q„i p;,sse par le point de concours se reproduit

^

Transformation des distances. - Soit I) la .listancede deux point, a b-
a, h de la droite y = mx+g. On a.na D^ = (1 + ny) {a - àf]
a et a' deviennent ^ et ^^

, et .. devient | . D' étant la distance trans-

formée

D'2 _ /--A:- + 3^) (g — a')^ _

I -1- m- a-a- '

et comme (« - a'y- = .^L^ on a D' = ) ^
' i" "*" 'au"

Transformation des angles. - Soient deux drpiles y = mx + g ,

y = m'x + g'. Les transformées auront pour coefficients angulaires 'i. 'i
'

et a étant l'angle de ces transformées

'"" + 00

d'où l'on voit qu'on peut déterminer /.- de manière (pie les transformées se
coupent sous un angle donné. L'angle sera droit si gg' = — /r.

Transformation du cercle.— Le cercle rf + x' + \y + b.c + c =
se transforme en une conique ky + Mcxy + (j^;'-^ + B/ra; + k* = {i

caractérisée par A^ - 4C. Les intersections du cercle avec Taxe des y sont
les racines de l'équation y^ + Ay + C = 0. Ainsi, la transformée sera...

"
-" ••;/- — V- /il liai, la iransiormee sera

une ellipse
,
une tiyperbole ou une parabole, suivant que l'axe des y sera

extérieur au cercle, sécant ou langent. Le cercle se reproduit si \ = et
SI A= _ C

,
ce qui exige que l'axe des y soit extérieur. C est le carré dé la

longueur de la tangente au cercle par l'origine; par conséquent k est égal
à cette tangente.

^a corde de contact du point de concours E, pour lequel y = o,
x— —k étant x = k, le cercle se reproduit en prenant pour point
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de concours un point quelconque extérieur, et pour parallèle la corde

de contact de ce point.

Transformation des coniques. — Une conique

Ay' + mij + Ca;^ 4- D!/ 4- E.Ï + F =
se transforme en une autre conique

AkY + D^^2/ + ^^"' + ^^'y "*" ^^"'^ + Ck'^0

caractérisée par D= - 4AF. La première conique coupe l'axe des y en deux

points donnés par les racines de

Ay- + Dî/ + F =

qui sont imaginaires, réelles et inégales, ou réelles et égales, suivant qu'on a

D* — 4AF<0, D"-— 4ÂF>0, D=— 4AF = 0.

Ainsi : Une conique quelconque peut produire une ellipse, une hyper-

bole ou une parabole.

La conique se reproduit si l'on a BZ;= D, F = Ck\

Une conique quelconque peut se transformer en un cercle.

Pour que la transformée soit un cercle, il faut d'abord que le terme en xy

disparaisse, ou que D= 0, ce qui exige que le diamètre de la conique

2A?/ + Bic + D =
conjugué de l'axe des y, passe par l'origine. Il faut de plus que les coeffi-

cients^des carrés des variables soient égaux, ou que Ak- = F, ce qui

exige que F et A soient de mémo signe. Les intersections de la conique

proposée avec l'axe des y sont données par Ay' + F = 0, qui a ses ra-

cines imaginaires ; donc l'axe des y doit être extérieur à la conique. On voit

que cet axe est une corde idéale dont la moitié est égale à k.

Donc : Um conique quelconque se transforme en un cercle, siFonpret^

pour axe des y une corde idéale, pour origine le milieu de la corde, et

potir distance de la parallèle la moitié de cette corde.

On peut éviter la considération de la corde idéale. La polaire d'un point

quelconque O.b de l'axe des y est

2Aby 4- (BA + E) a; + 2F = 0,
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et on a pour le segment b' que la polaire intercepte sur cet axe, ô' = — ^^ ;

d'où bb' =^ — ^, eXk est moyenne proportionnelle entre les deux seg-

ments b, b', situés de divers côtés de l'origine, lorsque la corde est idéale.

^ IV. Théorie des transversales.

21. Lemme. —Si on frend sur chacun des côtés d'un polygone un point

qui détermine deux segments^ additifs ou soustractifs, le produit de tous

les segments non contigus divisé par le produit de tous les autres donnera

le même rapport, de quelque manière que l'on transforme la figure.

Soit ABCDE. . . le polygone, a, b,c, d, e... les abscisses des sommets,

et M, N, P, Q. . . les points pris sur les côtés. Désignons par les mêmes

lettres accentuées les points correspondants du nouveau polygone ; on aura

par la formule î^, i;!;
= |^ X ^ ^^i = i X |

etc. M„Ui-

pliant et réduisant, les abscisses disparaîtront , et il en résultera la propo-

sition énoncée.

22, Théorème de Carxot. — Lorsqu'une transversale rectiligne coupe

les côtés d'un polygone, le produit de tous les segments non contigus est

égal au produit de tous les autres.

En prenant la transversale pour axe des y , les segments transformés

A 'M', B'M'. . . deviennent tous indéfinis ; ^^^, = 1 , çfy^,
= 1 ... ; donc

AM X B^' X ÇJP X - 1

que nous représenterons par la notation Tg^j = i , et il en résulte la

proposition énoncée.

Si une nouvelle transversale coupe les côtés du même polygone en m,

n,p,... on aura aussi
(^g^J

= 1 ; donc
[^^y^^J

= 1 •

Il en serait de même, quel que fût le nombre des transversales; par con-

séquent le théorème s'étend à un polygone dont les côtés sont coupés par
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ceiu d'nii autre polyL,'0[ie, et il subsiste en remplnçaitt le premier polygone

par une courbe de degré quelconque, (Carnet; Géom. de position.)

On le démontre facilement pour le cercle, en partant des propriétés con-

nues des cordes on des sécantes qui se coupent au même point. Donc il

est vrai pour une conique quelconque.

Lorsqu'un polygone est circonscrit à une conique , le point de contact

détermine deux segments sur chaque côté, et le produit de tous les segments

non contigus est égal à celui de tous les autres.

Il sufDt de le démontrer pour le cas du cercle, et le théorème est alors

évident à cause de l'égalité des tangentes au cercle par le même point.

Le théorème de Carnot s'étend à un polygone gauche, ou dont les côtés

ne sont pas dans un même plan, qui serait coupé par un plan transversal.

Car, en projetant le polygone gauche sur un plan quelconque par des paral-

lèles au plan transversal, on obtient un polygone plan coupé par une trans-

versale rectiligne, et les segments déterminés par la transversale sur chaque

côté sont proportionnels à ceux que le plan transversal détermine sur les

côtés du polygone gauche.

Cas du triangle. — Prenant pour origine le point où la transversale coupe

l'un des côtés, la relation segmentnire, d'ailleurs facile à démontrer directe-

ment, devient une conséquence de ce théorème : La parallèle à un des

côtés d'un triangle coupe les deux autres en parties proportionnelles.

La réciproque est vraie et se démontre facilement. Elle sert à prouver

que trois points d'une flgure sont en ligne droite.

Trois droites menées d'un point D aux trois sommets d'tm triangle

AB(; coupent les côtés opposés en tivis points a, h, c, tel que le produit

de trois segments non contigus est égal au produit des trois autres.

Évident par la transformation du triangle en un autre, A'B'C, tel que D'

soit le point où se coupent les médianes du nouveau triangle. D'ailleurs

facile à démontrer directement, ainsi que la réciproque, qui sert à prouver

que trois droites d'une flgure se coupent au môme point.

Par exemple : Dans un triangle circonscrit à une conique, les droites

qui joignent les sommets aux points de contact des côtés opposés le cou-

pent au même point.

Car on vient de voir que la relation segmentaire a lieu.
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Soit un triaii^'le ABC {fig. 20) et a. a' ; b, b' ; c, c les points où les

côtés sont coupés par une conique. On aura la relation segmentaire

Ah.kb' Bc.hc' Cn.Ca'

Af.Af' \\a.\',a' ^ Cb.Ct'

qui servira à trouver un des seijrnents, Ac' par exemple, si l'on connaît

\b.Ab' )ii

Ac.Ac' Ac'
tous les autres. Car \ '.

,
;= -^ , m étant nne quatrième proportion-

,, . • ,• . . I . // r^ - Bc. Bc' Bc' .

ne e aux trois lignes connues Ac, Ao. .\b . De même -n—5-, = — , et

G«-G'^' — JL T)onc il >< M^' X -*- — 1 d'où 4c' — "'-P"^''

Posant ^ ^r, .\c' = "^^
. Or Bc' = Ac' — AB . et Ac' = ^^

Cb Ji r— n

quatrième proportionnelle à trois droites connues.

23. Ci7iq points déterminent une conique.— Soient a, b, b' ,c, c' les cinq

points. Les droites bb', ce' et une transversale quelconque passant par a

formeront un triangle ABC, et on trouvera, comme nous venons de l'indiquer,

le segment C«' qui déterminera un sixième point de la conique qui passerait

par les cinq points donnés.

Nous allons voir qu'on peut trouver un nouveau point de la conique par

de simples intersections de droites, ou en ne faisant usage que de la règle.

Hexagone inscrit à deux droites ou à une conique. — Soit ab'ca'bc'a

un hexagone quelconque inscrit à deux droites ou à une conique {fig. 21).

Les côtés de rang pair b'c, a'b, ac' forment un triangle RST qui coupé

par les deux droites ou par une conique donne

Ra'.R6 Sa -Se Tc.Tb' _
'^^ Tï rr~' ^^ zn ztît — '

Ta . T6 Ha.Hc Se . S6'

Les côtés de rang impair sont des transversales de ce triangle, et M, N, P

étant les points où ils coupent les côtés des rangs pairs, on a aussi

Rg'.Rfc.RM Sa. Se. SX Tc.T6' X TP _ .

Ta'.T6.TM ^ Ha.Rc'.RN "^ Sc.Sfe'.SP ~
qui par suite de l'égalité précédente se réduit à

RM.SN.TP = TM.RN.SP
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et cette relation segmenlaire prouve que les trois points M, N, P sont en

ligne droite. {Prop. proj., tom. II.)

Ainsi : Dans tout hexagone inscrit à une conique ou à deux droites ,

les côtés opposés se coupent en trois points situés sur la même droite.

Cela posé, soient A, B, C, D, E cinq points donnés (ftg. 22). En joignant

ces points deux à deux, on pourra considérer, par exemple, AB, BC, CD,

DE comme les quatre premiers côtés d'un hexagone inscrit à une conique.

Les côtés opposés AB, DE se coupant en 1, menons par ce point une trans-

versale quelconque qui rencontre BC en K et CD en L ; K et L seront les

intersections des deux autres couples de côtés opposés de l'hexagone, et EK

AL se couperont en un nouveau point F de la conique.

24. Théorème de Newton.—Revenons au triangle dont les côtés sont coupés

par une conique. Si l'un des sommets Bdu triangle passe à l'inflni, ou si les

deux côtés de l'angle B sont parallèles, la relation segmenlaire se réduit à

A6.A6' Cb.Cb' ,„ „_,

ÂFTXJ ^ G^ÂIF (/^^- 23)-

Par un point quelconque D de la droite aa' menons une parallèle à AC
Cb.Cb' De .De'

Ga.Ca Ba.Dà
, , , , • Cb.Cb' De. De'

qui coupe la courbe en e, e ; on aura de meme ^ „ , = ^ , , et

par suite

Ab.Ab' De . De
Ac.Ac' Da.Da'

d'où résulte ce théorème de Newton :

Si par un point D on mène des parallèles à deux droites fixes Ab',

Ac' qui se coupent dans le plan d'une conique, le rapport des produits

des segments interceptés par la courbe sur ces parallèles , à partir du

point D, sera constant, quelle que soit la position de ce point.

25. Cercle osculateur des coniques. — Supposons trois points, b,c,b'

d'une conique infiniment voisins {jig. 20), et trois autres points quelcon-

ques a, a\ c' de la courbe. Le triangle ABC, dont les côtés sont les cordes

aa' , bb' et cc\ donne

kb.Ab' Bc.Bc' Ca.Ca' ,

Ac.Ac' -^ Ba.Ba' ^ Cb.Cb'
~
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Concevons un cercle passant par les trois points voisins b,c,b' et coupant le

côté AB (lu triangle en p, od aura Ap. Ac = kb.kb', et par suite

ce qui détermine Ap, quelle que soit la position des trois points b,c,b'.

Lorsque ces trois points se confondent , le sommet A du triangle coïncide

avecc, la corde bb' devient la tangente en A, et

, K > . Ba.Ba' CA-
"P^^' XBÂlTc'XcIÂra-

Le point o ainsi déterminé appartient à un cercle tangent à la conique

en A. et que l'on appelle cercle oscillateur en ce point.

Cette élégante application de la théorie des transversales est due à

.M. Chasies.

§ V. Faisceau harmonique.

26. Lemme. — Trois droites issues du wênie point se transforment en

trois parallèles équidistantes.

Soient trois droites issues du point {fig. 24) coupées en .\, B, C par

une transversale, et I) le conjugué harmonique de B sur AC; joignons OF),

et prenons celte droite pour axe des >j; 0.\, OB, OC se transformeront en

trois parallèles coupées par la transformée de la transversale en A', B' C,

de manière que A'B' = B'C; donc les trois p.iralléles seront équidistantes.

A toute autre transversale coupant les trois droites en M, N, P et l'axe des

y en 0, correspondra une autre transversale coupant les parallèles équidis-

tantes en M', N', P'. et N' étant le milieu de M' P', le point N sera conjugué

harmonique de Q sur MP ; par conséquent :

Trois droites issues d'un même point forment avec une quatrième droite

issue du même point un faisceau qui coupe harmoniquement une trans-

versale quelconque.

A cause de cette propriété, on a donné le notn de faisceau harmonique

à l'ensemble des quatre droites, qui sont dites les rayons du faisceau: le

point où elles se coupent est appelé \'origine, ou le centre du faisceau.
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N. B. Les rayons d'un faisceau harmonique peuvent être parallèles, ce

qui revient à supposer le centre à l'inflni.

27. Quatre droites issues d'un même 'point forment un faisceau harmoni-

que, s'il existe une transversale qui les coupe harmoniquement.

Car en prenant une des droites pour axe des y, les trois autres se trans-

formeraient en trois parallèles éqnidistantes; donc les quatre droites coupent

harmoniquement toute autre transversale.

28. Une parallèle à un des rayons d'un faisceau harmonique est divi-

sée en parties égales par les trois autres.

La parallèle est coupée harmoniquement par les quatre rayons, et l'un

des points étant l'infini, les trois autres sont èquidislauts.

29. Réciproquement : Quatre droites issues d'un même point forment un

faisceau harmonique si une parallèle à l'une d'elles est divisée en parties

égales par les trois autres.

Oàv les trois points d'intersection sui- la parallèle sont en proportion

harmonique avec le point à l'infini.

30. Deux droites forment un faisceau harmonique avec les bissectrices

de leurs angles.

Une parallèle à l'une des bissectrices forme avec l'autre bissectrice et les

deux droites deux triangles rectangles égaux, ce qui prouve que la parallèle

est divisée en deux parfies égales.

31. l^èciproquement: Si deux rayons d'un faisceau harmonique sont

rectangulaires, ils divisent en parties égales les angles des deux autres

rayons.

Une parallèle à l'un des rayons rectansulaires est divisée en parties

égales par les trois autres rayons, et on a deux triangles rectangles dont

l'égalité prouve que les rayons rectangulaires divisent en parties égales les

angles des deux autres.

32. Deux côtés opposés d'un quadrilatère complet forment un faisceau

harmonique avec la troisième diagonale et la droite qui joint l'intersec-

tion de ces côtés avec celle des deux autres diagonales.
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Évident par la transformation dn quadrilatère complet en parallélo-

gramme, et il résulte cette conséquence ;

Chacune des diagonales d'un quadrilatère complet est coupée harmo-

niquemenl par les deux autres.

33. Trouver le conjugué harmonique d'un point C sur une droite AB,

en ne faisant usage que de la règle.

Formons im quadrilatère complet dont deu:c côtés opposés se coupent en

A, les deux autres en B, et dont une diagonale passe par C; l'autre diagonale

coupera ABen un point D, conjugué harmonique deC.

Cette construction peut s'effectuer sur le terrain par la méthode des

alignements et donne une solution de ce problème :

Trouver la distance d'un point à un point inaccessible.

% VI. Pôle et polaire par rapport a uecx droites.

34. Lemme. — Deux droites coupées par des transversales issues d'un

même point se transforment en deux parallèles coupées par des trans-

versales parallèles.

On prendra l'axe des y passant par le point et [)ar l'intersectiou des deux

droites.

Le milieu de la partie interceptée par les deux parallèles sur chacune des

transversales parallèles est sur la parallèle équidislante ; doue :

Lorsqu'une transversale tourne autour d'un point P, le conjugué har-

monique Q de ce point, par rapport aux intersections de la transversale

avec deux droites, reste sur une troisième droite qui passe par l'inter-

section des deux autres.

A cause de cette propriété , le point P est dit le pôle de la droite que

décrit le point Q, et cette droite est dite la polaire du point P.

L(!s diagonales de tous les parallélogramfues formés par les deux paral-

lèles, avec deux quelconques des transversales parallèles, se coupent sur

la parallèle équidislante. Honc :

35. Une transversale tournant autour d'un point P détermine sur deux

droites des divisions telles que les lignes qui joignent deux points quel-
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conques de l'une des divisions aux points correspondants de l'autre, pris

inversement, se coupent sur la polaire du point par rapport aux deux

droites.

Par conséquent, la construction de la polaire n'exige que l'emploi de la

règle.

N. B. La droite qui joint le pôle à l'intersection des deux droites forme

un faisceau harmonique avec ces deux droites et la polaire, ce qui ramène

la théorie du pôle et de la polaire à celle du faisceau harmonique, et réci-

proquement.

36. Les polaires d'un même point P par rapport à chacun des angles

d'un triangle ABC coupent les côtés opposés en trois points situés sur la

même droite.

La polaire d'un point par rapport à chacun des angles du triangle est

conjuguée harmonique de la droite qui joint le point au sommet paî rapport

aux deux côtés de l'angle. Or, nous avons vu que le triangle ABC peut se

transformer en un autre A'B'C, de manière que le point P' soit l'inter-

section des médianes. Les polaires du point P' par rapport aux angles du

nouveau triangle A'B'C seront les parallèles par les sommets aux côtés

opposés, ce qui rend la proposition énoncée évidente.

Si le point P passe à l'inûni, suivant une direction quelconque, PA, PB.

PC devienent parallèles à cette direction, et on a ce nouveau théorème:

Une transversale étant donnée dans le plan d!un triangle, les droites

qui vont des sommets au milieu des segments que chaque angle intercepte

sur la transversale rencontrent les côtés opposés en trois points situés

sur la même droite.

Ces droites sont les polaires du point à l'inlitii sur la transversale.

Les polaires d'un point par rapport à deux angles d'un triangle se

coupent sur la droite qui joint ce point au sommet du troisième angle.

Résulte de ce que les parallèles à deux côtés d'un triangle par les

sommets opposés se coupent sur la médiane qui passe par le troisième

sommet.

Les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle rencontrent les

côtés opposés en trois points situés sur la même droite.
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Car ces bissectrices sont la polaires du centre du cercle inscrit par

rapport à chacun des angles du Irianj^Ie.

g VII. Théorie dv rapport axharmomque.

37. Lemme. — Le rapport anharmoniqiie de quatre points situés sur la

même droite, ou d'un faisceau de qtiatre droites, n'est pas altéré par la

transformation (19).

Nous indiquerons, pour abréger, le rapport aniiarmonique de quatre

points A, B. C, D par la notation (ABCD), les deux dernières lettres

désignant les points dont on prend les distances aux deux autres. Ainsi,

(ABCD)=g^:§-^.

38. Le rapport aniiarmonique de quatre points nest pas altéré lorsque

l'on permute entre eux deux des points, pourvu que l^on permute aussi les

deux autres.

n I /*^>r-I^^ CA.DA CA.DB AC. BC ,o,.»t,xPar exemple. (ABCD) = ^,-= ^^^-^^ _ _^ ^ (CDAB)

.

39. Lorsque deux séries de trois points, B, C, D et B', C, D' se cor-

respondent un à un sur les côtés d'un angle et forment le même rapport

aniiarmonique avec le sommet A, les trois droites BB', CC, DD' se cou-

pent au mène point [fig. 23).

Prenons pour point de concours l'intersection E de deux de ces droites

BB', ce, et pour parallèle la polaire AP du point E par rapport aux côtés de

l'angle. Ces deux côtés se transformeront l'un en l'autre, et d étant le point

oùED coupe l'autre côté de l'angle, on aura (ABCD) = (A'B'C'rf); mais

(ABCD) = (A'B'C'D'), ce qui exige que d coïncide avec D'. Donc la troi-

sième droite DD' passe aussi par le point E.

Nous indiquerons le faisceau de quatre droites OA, OB, OC, OD par la

notation O(ABCD); et si A, B, C, D sont les intersections de ces droites

par une transversale
,
(ABCD) sera égal au rapport aniiarmonique du fais-

ceau. Donc :

On n'altère pas le rapport aniiarmonique d'un faisceau en prenant
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toute autre origine, pourvu que les nouveaux rayons coupent une trans-

versale aux mêmes points.

Par exemple : (ABCD) = O'(ABCD) = 0"(ABCD).

40. Le rapport anharmonique d'un faisceau n'est pas altéré lorsque Uon

permute deux des rayons, pourvu que l'on permute aussi les deux autres.

Car. puisque (ABCD) = (CDAB), on aura aussi O(ABCD) =: O(CDAB).

41. Lorsque deux faisceaux ont un rayon commun et même rapport

anharmonique, les trois autres rayons correspondants le coupent en trois

points situés sur la même droite {fig. 26).

Prenons pour axe des x h direction commune 00' des deux rayons OC,

O'C'j pour parallèle la droite a,3 sur laquelle se coupent deux couples de

rayons correspondants OA, OA' ; OB, OB', et pour point de concours E, le

conjugué harmonique sur 00' du point -/ oùaiS coupe 00'. Les trois rayons

OA, OB, OC se transformeront en O'A', O'B', O'C. 5 étant le point où OD
coupe aj3, et d' le point où la transformée de OD coupe la même ligne, on

aura (a/3-/3) = ia^yd') ; et comme les deux faisceaux ont le même rapport

anharmonique, d' devra coïncider avec 5; par conséquent OD se transfor-

mer,) aussi en O'D'

.

Lorsque deux systèmes de quatre points correspondants sur une droite

ont un rapport anharmonique égal , tous les autres rapports anharmoni-

ques sont égaux, de quelque manière qu'on les prenne.

Car les deux droites seraient en perspective, si l'on faisait coïncider deux

points correspondants.

Lorsque deux faisceaux de quatre droites correspondantes ont un

rapport anharmonique égal, tous les autres rapports anharmoniques

sont égaux, de quelque manière qu'on les prenne.

Car les deux faisceaux seraient en perspective, si l'on faisait coïncider

deux rayons correspondants.

11 est évident que

beux faisceaux qui ont les mêmes angles ont le même rapport anhar-

monique.

Donc : Deux faisceaux qui ont les rayons correspondants respective-

ment parallèles ou perpendiculaires, ont même rapport anharmonique.



42. Le rapport anharmonique n'est pas altéré si on remplace des rayons

par leurs prolongements, ou des angles par leurs suppléments.

Car on aura les mêmes poinis d'inlerseclion avec une transversale, cl

d'ailleurs des angles ont le même sinus que leurs supplùnicnts.

43. C'est sur celle théorie si simple du rapport anharmonique qu'est fondée

la Géométrie supérieure de M. Chasies.

« Aucune autre proposition, dit l'éminent géomètre (G. S., Préf. xxiv), ne

me paraît aussi propre que celle de ce rapport à servir de liaison entre les

diverses parties d'une figure dont on veut découvrir ou démontrer les pro-

priétés. La proposition la plus généralement employée est celle de la pro-

portionnalité entre les côtés des triangles semblables , mais ces triangles

n'existent pas en général dans les données delà question, et il faut chercher

à les former par des lignes auxiliaires, tandis que les rapports anharmoni-

ques s'aperçoivent presque toujours dans la figure, on peuvent s'y former

très-aisément. »

En comparant les énoncés des propositions que nous venons de dé-

montrer, on verra que l'on passe d'un énoncé à l'autre en remplaçant les

points par des droites, et les droites par des points. C'est en cela que con-

siste le principe de la dualité, qui permet de déduire irnmédialement de

certains théorèmes de nouveaux théorèmes que l'on appelle corrélatifs. Le

rapport anharmonique se prête avec la môme facilité à la démonstration

directe de chacune des propositions corrélatives.

Étant pris sur deux droites deux séries de trois points A, B, C et A',

B', C, qui se correspondent un à un, les diagonales AB', BA' ; AC, CA';

BC, CB' se couperont en trois points situés sur la même droite [jig. 13).

En efTet, A (A'B'C'C) = C(A'B'C'A), caries rayons correspondants des

deux faisceaux se coupent sur la même droite. F.cs intersections de ces fais-

ceaux par les diagonales BA' et BC donnent (A'MHB) = (SPC'B; , et à

cause du point B commun , les trois droites A'S, PM, C'R se coupent au

même point. Or A'S et C'R se coupent en N ; donc ce point N est sur MP.

c. q. f. d.

Le principe de la dualité indique ce théorème corrélatif :

Si trois angles A, B, C sous-tendent une même corde 00'
,
pris deux à

8
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deux, ils en sous-tendront une deuxième, et les trois cordes ainsi obtenues

se couperont en un même point {fig . 27).

En effet, 0' (ABCO) coupé par les deux droites OA, OC, donne {km'n'O)

= (n/)CO). Donc m, ikm'n'O) = p' {npCO), et à cause des rayons mO, p'O

qui coïncident, les autres couples de rayons correspondants, mA, p'n ; mm',

p'p ; t7in', p'C se coupent en trois points situés sur la même droite. Par

conséquent, la corde nn' passe par l'intersection I des deux autres mm' et

pp'. c. q. f. d.

§ VIII. Divisions homographiques sur deux droites.

44. Lemme. Deux droites quelconques L et L' sont deux transformées

d'une troisième droite, déterminée par la condition que trois points a, b, c

de la première, et trois points a', b', c' de la seconde correspondent res-

pectivement aux mêmes points de la troisième (fig. 28).

Joignons aV et ha' qui se coupent en «, et hc' , cV qui se coupent en y;

OL-/ sera la troisième droite. En effet, si nous prenons V pour point de

concours et la polaire de ce point par rapport à L et a.y pour parallèle, la

droite cty se transformera en L, de manière que a., |3, -/ deviennent a, b, c.

Si nous prenons b pour point de concours et la polaire do ce point par rap-

port à L, et a.'/ pour parallèle, la droite «y se transformera en L', de manière

que a, |3, 7 deviennent a', b' , c'

.

45. Trois couples de points a, a'; b, b'; c, c' sur deux droites L, L',

déterminent deux divisions homographiques sur ces deux droites, et le

tracé de ces divisions liexige que l'emploi de la règle.

On construira, comme nous venons de l'indiquer, la troisième droite ay,

et w étant un point quelconque de L, joignant b'm qui coupe a.y en fx, b^x

donnera sur 1/ le point correspondant m'.^ = « ^ , V^. = «' j*
,

et désignant par >, la constante -, , on aura ^ = x V^, .

N. B. Le point d'intersection des deux droites L, L' né sera pas , en

général, un point commun des deux divisions. Ce point, considéré succes-

sivement comme appartenant à chacune des deux droites, correspondra à

l'intersection de l'autre droite avec la troisième «•/.



Puisque cette troisième droite ay est ceile qui passe par les points A', B

qui correspondent à l'intersection de L,L', représentant les points A,B' réunis,

on trouverait la même droite a-/ si, au lieu de prendre pour points de con-

cours h et h\ on prenait, soit a et a!, soit c et c'; ce qui fait voir que la

propriété de deux séries rectilignes de trois points de deux droites n'est

qu'un cas particulier de ce tliéoréine, qui résulte du lemme:

Quand deux droites sont divisées homographiquement aux points

a, b, c. . . m et a', b', c'. . . m', detix droites quelconques am' et ma' qui

joignent deux points de l'une des divisions aux points correspondants de

l'autre, pris inversement, se coupent sur une même droite uy.

46. Quand deux droites sont divisées homographiquement, le rapport

des distances d'un point m de l'une des divisions à deux points fixes a, b

est au rapport des distances du point homologue m' aux deux points

fixes homologues a', b' dans une raison constante ;

atii , a m
car -,

— = X p—, •

Réciproquement -Si j-^ = 1 |v^, les points variables m, m' divisent

homographiquement les deux droites ab, a'b'.

Car c,c' étant deux positions particulières de m, m', ~ = i "-^,
, et

ac , am a'c . dm'
bc ' bim b'c ' b'rn

Points I et ï qui correspondent à l'infini. — l.a parallèle à L par b'

coupe xy en n, et bn donne sur L' le point J' qui correspond au point à l'in-

flni sur L. De même la parallèle à L' par b coupe xy en p, et b'p donne sur

L le point I qui correspond au point à l'inflni sur L'.

N. D. SI les deux droites L, L' étaient parallèles, la troisième droite ay

les couperait aux points I et J'.

47. Le produit des distances de deux points homologues m, m' aux

points I et y respectivement est constant, car chacun des points I cl J' tient

lieu d'un couple de points homologues I,cc ' et oo
, J' des deux divisions, qui

seraient déterminées si on se donnait un troisième couple de points homolo-
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gnes a. a' . En efïel, la pnrnllèle a L' par a rencontrerait a' 1 en un pointa. La

parallèle à L par a' rencontrerait al' en 7, et «y serait la troisième droite.

m, m'; a, a'; <x, J'ctI,co étant quatre couples de points correspondants des

deux divisions («m I 00 ):= (a'wi'oo 'J'), ou -,— = v—- et

\m X Vm' = \a X ïa' . c. q. f. d.

Réciproquement : Deux points variables sur deux droites, tels que le

produit de leurs distances à deux points fixes reste constant, divisent les

deux droites homographiqiietnent

.

Soit am x b'm = 1. On pourra trouver deux points c,c' tels que

ac X b'c' = l, et on aura

am b'c am . 00 m 00 'm . b'ni
_

ac b'm ac ' Où c œ'c! ' b'c'
'

donc m, m' divisent homograpliiquement ac, et b'c', a correspond à 00
',

et è' à 00 .

48. Les divisions homografliiques deviennetit des divisions propor-

tionnelles lorsque X := 1

.

Les points 1 et J' sont alors à l'infini , car la constante l de la relation

~ = X V^, se détermine par la condition nue l'un des points m, m'
bm bm ^ * r >

sont à l'infini, d'où ). =^ '^ , ou X = ^ ; donc a\ X a'i' = bl x b'V,

comme nous l'avions déjà trouvé, a étant différent de b et a' de b' , l ne peut

être égal à l'unité, à moins que I et J' ne soient à l'infini.

49. Lorsque l'intersection des deux droites L, L' est un point commun

des deux divisions, la troisième droite xy passe par ce point, et il suffit de

deux couples a, a'; b, b' de points hoiuologues pour déterminer les deux

divisions.

La troisième droite ay devient la [)olaire du |)oinl E, où se coupent aa'

et bb'. Alors les deux droites L, L' se Iransl'oruient réciproquement l'une

en l'autre.

Donc : Des transversales issues d'un môme point divisent homogra-

phiquement deux droites quelconques, et l'intersection de ces deux droi-

tes est un point commun des deux divisions.
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Réciproquement : Quand deux droites sont divisées homographiquc-

ment et que leur intersection est un point commun aux deux divisions, les

transversales qxii joignent les points correspondants des deux divisions

se coupent en un même point.

Car les deux droites se transforment l'une en l'autre en prenant pour

point de concours l'interseclion de deux transversales aa', bb' par exemple;

et comme (Aa i»i) z=(A«' h'm'), tonte autre transversale m,m' passe aussi

par le point d'intersection de aa' et bb'

.

DIVISIONS HOMOGRAPHIQUES SIH LA MÊME DROITE.

50. Soient a, a'; b, b'; c, c' trois couples de points correspondants sur une

droite L. Transportons les points a' ,b' , c' sur toute autre droite L', et for-

mons, comme on vient de l'expliquer, deux divisions homographiques sur

les deux droites. En superposant la droite L' sur la droite L, de manière

que les points a' ,b' , c' reprennent leurs positions primitives, il en résultera

deux divisions homographiques sur la droite L.

51. Points doubles.— 11 pourra arriver que deux points correspondants

des deux divisions coïncident. Ils formeront alors ce qu'on appelle un point

double. Il ne peut exister que deux points doubles; car la coïncidence de

trois couples de points correspondants des deux divisions entraînerait celle

de tous les autres, en vertu de l'égalité du rapport anharmonique.

Désignons par e el f les points doubles; on aura ^^ = l yr-^ •

Si l'un des points doubles f est à l'infini, —, =^ 1, les divisions sont pro-

portionnelles et déterminées par deux couples a, a'; b, b' de points corres-

pondants. L'antre point double se trouve par la condition j^ = ^' •

Si l'autre point double e est aussi à l'infini, on a ab= a'b', et les divi-

sions sont égales de même sens ou de sens contraire.

Lorsque les points doubles existent, I et J' étant les points qui corres-

pondent à l'infini, le milieu de IJ' et 0' le [)oint homologue de 0, on a

e\ X ei' = 01 X O'J', et [irciiiinl le [)oint pour origine des segments,



Oe^ — 00' X O'J' ;

donc les points doubles sont à la même distance du milieu des deux

points I et y

.

Pour qu'ils existent, il faut que les deux points 0', J' soient situés d'un

même côté du point 0; sans cela, les deux segments 00', O'J' étant de di-

rection contraire, Oe'- serait négatif. On dit alors que les points doubles sont

imaginaires.

Nous verrons bientôt comment on peut construire les points doubles, lors-

qu'ils existent, au moyen des trois couples de points homologues, qui déter-

minent les deux divisions.

DIVISIONS EN INVOLUTION.

52. 11 peut ariiver que les points 1 et J' de deux divisions homographiques,

sur une droite L, coïncident. Ils se confondront avec le milieu de IJ'; et

puisque I m X J' w' = const., on aura Om X Om' =^ const.

Les divisions présenteront alors cette particularité, qu'il existera sur la

droite L un point dont le produit des distances à deux points homologues

quelconques restera constant, et il sufQra de connaître ce point et un

couple de points homologues a, a' pour déterminer les deux divisions.

Mais puisque Om x Om' est constant, on pourra intervertir entre eux

deux points homologues quelconques m, m', ou en d'autres termes : Un

point considéré successivement comme appartenant, soit à la première

division, soit à la seconde^ aura toujours le même homologue.

Les divisions (jui jouissent de cette propriété sont dites en involution, et

le point est appelé point central ou centre de l'involution.

53. Deux divisions homographiques sur la même droite sont en involu-

tion lorsque l'on peut intervertir entre eux deux points homologues a, a'.

Car soient m, m' deux autres points homologues quelconques. Aux points

a,a' , m, m' considérés comme appartenant à la première division, corres-

pondront dans la seconde, a' , a, m' et un (juatriéme point m" , tel que

[aa'mm') = {a'am'm") = {aa'm"m').
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co qui exige que ni!' coïncitie avec m-, donc on pourra aussi inlervertir doux

antres points liomologues quelconques m, m'.

54. Deux couples a, a'; b, b' de points homologues déterminent deux

divisions en involution sur une droite L {/ig. 29).

Transportons les points a', b' sur une parallèle L' suivant une direction

quelconque : joignons ab' , ba' qui se coupent en y. et prenons pour troisième

droite xy une parallèle parle point x, à la direction suivant laquelle se dépla-

cent les points a\b'. Cette droite coupera L et L' en I et J', qui coincideronl

en lorsque a', b' reprendront leurs positions primitives sur L ; on aura

par les triangles semblables

^ = ^' et 0» X 0«' = Obx Ob'.

m étant un point quelconque de la première division
,
joignons // m qui

coupe «y en (JL-, b^ déterminera le point correspondant m', et on aura par

les triangles semblables

2!? = 2^, d'où Om X Om' = Ob x Ob' = Oax Oa';
06 Ont

donc les divisions seront en involution, elO sera le point central.

55. Autres constructions du point central.— Soit un quadrilatère MNPQ
{/ig. 50) dont deux côtés opposés passent para, a', les deux autres par

b,b', et qui ait une diagonale MP parallèle à la droite L; l'autre diagonale

NQ coupera cette droite au point central 0,

car ^ = ^ = ^^ , d'où Oa x Oa' = 0* x 0*'.

56. Toutes les circonférences qui ont pour cordes des segments en

involution sur une droite et qui passent par un même point g, se coupent

en un second point g', et la corde commune passe par le point central 0.

Car 0^ X 0^' = Oa x Oa' =r 0* X Ob'.

57. Points doubles. — Deux divisions en involution ont deux points

doubles, réels ou imaginaires, dont le milieu est lejmint central 0.



Cnr, puisque 0?» X Ow/ = const., si les points m, m' sont siluès d'un

même côté du point 0, il en sera de même pour tout autre couple de points

homologues, et il existera deux points doubles e et f situes départ et d'autre

du point à la distance yjom x Om'. On aura Om x Om' = oe"^ = of ;

donc les deux points m, m' diviseront harmoniquement ef.

Ainsi : Les divisions en involution qui ont des 'points doubles e, f sont

formées par des couples de points conjugtiés sur ef.

Si les points m, m' sont situés de différents côtés du point 0, il en sera

de même pour tout autre couple de points homologues, et les points dou-

bles n'existeront pas. On dit alors qu'ils sont imaginaires, parce que Oe^

est négatif.

58. Les points doubles e, f de deux divisions homographiques sont en

involution avec chaque système de couples de points tels que a, b' et

b, a'.

Car {abe f) ^ {a' b' ef) = {b' a' fe); ûonc a, b, e, felb', a', f, e

appartiennent à des divisions homographiques dans lesquelles on peut in-

tervertir e ei f; par conséquent ces divisions sont en involution, et a,b';

b,a' sont deux couples de points homologues.

59. Étant donnés trois couples a, a'; b, b'; c, c' de points homologues

sur une droite L, trouver les points doubles des deux divisions homogra-

phiques que déterminent ces trois couples de points.

Prenons un point quelconque g extérieur à la droite L, et circonscrivons

des circonférences aux triangles gab', ga'b; elles se couperont en un se-

cond point </'. Circonscrivons des circonférences aux triangles ^ac', ^œ'c;

elles se couperont en un second point g". La circonférence passant par les

trois points ^,^',(7" coupera la droite L aux points doubles e et f, car la

circonférence gefdoïl passer par g' et par g", puisque e et / sont en invo-

lution, soit avec ab' et ba', soit avec ac' et ca'

.

La construction se prête à tous les cas.

60. Étant données deux divisions en involution sur une droite, on peut

reproduire la droite de manière que les points de l'une des divisions se

transforment en points correspondants de l'autre , ou en symétriques de

ces points, par rapport au centre 0.
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S'il existe des points doubles, la droite se reproduira en prenant un de

ces points e pour point de concours, et pour parallèle une droite quelconque

passant par l'autre point double f. Deux points correspondants quelconques

1)1,1)}! étant conjugués barmoniques sur e/'se reproduiront réciproquement.

S'il n'existe pas de points doubles, deux points correspondants quelcon-

ques seront situés de différents cotés du point 0, et si l'on prend un point

f»',, symétrique de m' par rapport à , m et m', seront deux points corres-

pondants d'une involulion qui aura deux points doubles ; donc la droite se

reproduira de manière que ni se transforme en /»/,, symétrique de m' par

rapport à 0-

S'il existe des points doubles, les tangentes à toutes les circonférences

décrites sur les segments en involutlon comme diamètres, par le point cen-

tral 0, seront toutes égales. Car Ow» xOm', qui reste constant, est égal au

carré de la tangente au cercle qui aurait mm' pour diamètre ; et ces tangentes

seront égales à Oe ou à 0/". Donc, en prenant la droite pour axe des x et un

des points e ou /"pour point de concours, toutes les circonférences se repro-

duiront en même lem[)s, ce qui peint aux yeux l'involution.

S'il n'existe pas de points doubles, toutes les circonférences décrites sur

les segments en involution auront ime corde commune dont le milieu sera

le point 0.

Par conséquent. Lorsque deux divisions e)i i)ivolution n'ont pas de

poi)i(s doubles, il existe deux points syt)iétriques , de part et d'autre de

la droite, desquels on voit tous les segmoits sous mi angle droit.

61. Involution desixpovits.— Trois couples de points conjugués de deux

divisions en involulion forment ce qu'on appelle une involution de six

points.

Quatre de ces points, pris dans les trois couples, ont même rapport anbar-

monlque que leurs bomologues.

Kéciproquemenl : Soient a, a' ; b, b' ; c, c' lois que, par exemple {abcc')

= {a'b'c'c); ces trois couples détermineront deux divisions homograpbiques;

et, comme on peut intervertir les points homologues c,c', les divisions seront

en involulion.

, , ,, , I,, , s ca c'a c'a' cà
{abcc) =(abcc), ou -^ •

^^ = jt^ •

jp

9



a a ^ ca aa
_ c a

a'b ' cb ab' ' c'b'

donne une relation entre huit segments

ca.ca' .c'b.c'b' = c'a' .c'a.cb' .cb

et on en trouverait deux autres de ce genre.

{aba'c) ={a'b'ac'), ou

donne une relation entre six segments

ab' . cb' . c'a' = a'b . c'b . ca ,

et on en trouverait trois autres du même genre.

On a en tout sept équations, dont chacune comporte les six autres, car

elle exprime que les six points sont en involution.

62. Involution de cinq points. — Lorsque l'un des six points passe à

l'inflni, son conjugué forme ce qu'on appelle une involution de cinq points

avec les quatre autres. Par exemple : si c passe à l'inflni, en désignant par

ce que devient son conjugué c', la première des équations ci -dessus donne

Ofl X Oa' = 0* X Ob' ; ainsi :

Le point central de Vinvolution a son conjugué à l'infini.

On a aussi une involution de cinq points lorsque deux points conjugués

se réunissent en un seul pour former un point double. Par exemple :

ab.ab'.a'c.a'c' = a'b' .a'b.ac' .ac.

Lorsque c et c' se réunissent pour former un point double, e donne

aé^ ab.ab'

o'e^ a'b'. a'b
'

d'où résulterait une nouvelle construction des points doubles.

Si deux autres points conjugués, b, b' se réunissaient pour former un autre

point double f, on aurait

ae^ aP
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§ IX. Faisceaux homographiques.

Lemme. — Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites

est égal à celui des quatre points d'intersection par une transversale

quelconque.

Deux faisceaux de droites issues d'un même point ou de deux points dif-

férents sont dits homographiques lorsque le rapport anharmonique de

quatre rayons quelconques de l'un des faisceaux est égal à celui des rayons

correspondants de l'autre.

63. Trois couples de rayons correspondants déterminent deux fais-

ceaux homographiques.

Car en les coupant par une transversale, on aura trois couples de points

correspondants qui détermineront deux divisions homographiques , et les

rayons menés aux points homologues de ces divisions formeront deux fais-

ceaux qui seront homographiques, d'après le lemme.

64. Des rayons issus de deux points fixes et se coupant deux à deux

sur la même droite, forment deux faisceaux homographiques ayant pour

rayon commun la ligne des centres. *

Évident, d'après le lemme.

65. Réciproquement : Lorsque deux faisceaux homographiques ont pour

rayon commun la ligne des centres, tous les autres rayons correspondants

se coupent stir une même droite.

Car trois couples de rayons liomologues forment avec la ligne des centres

deux faisceaux de quatre droites ayant pour rayon commun cette ligne et

même rapport anharmonique; donc ces trois couples de rayons se coupent

sur une droite, et en remplaçant un de ces couples par tout autre, on ob-

tiendra un nouveau point de cette droite.

66. Si par le point d'intersection de deux rayons homologues de deux

faisceaux homographiques, on mène deux transversales qui coupent les

faisceaux en deux séries de points , les droites qui joindront les points

correspondants sur les deux transversales concourront en un même point.
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Car on aiirn, surcos deux transversales, des divisions liomngraphiqnes,

et l'intersection des transversales sera un point commun de ces divisions.

En prenant pour transversales deux rayons correspondants des deux fais-

ceaux, il en résulte ce théorème :

67. A,B et A',B' étant deux couples de rayons correspondants de deux

faisceaux homographiques , la droite qui joint l'intersection de A avec

B' à celle de B avec A' passe par un point fixe.

Ce point est l'interseclion des deux rayons qui correspondent dans chaque

faisceau à la ligne des centres considérée comme rayon de Tautre.

Comme trois droites quelconques issues d'un même point et trois autres

droites quelconques issues d'un autre point, sont trois couples de rayons

homologues de deux faisceaux homograpliiques, on retrouve le théorème

déjà démontré sur trois angles qui sous-tendenl une même corde.

68. Rayons doubles- — Lors( pie deux faisceaux homographiques ont le

môme centre , aux points doubles des deux divisions homographiques sur

une transversale correspondent des rayons doubles des deux faisceaux.

Q^. Faisceaux en involution.— Lorsque deux faisceaux de même centre

donnent deux divisions en involution sur une transversale , on dit que les

faisceaux sont en involution. Par conséquent, on peut alors intervertir les

rayons homologues, et, pour que l'involution ait lieu, il suffit qu'on puisse

intervertir deux rayons homologues, car les divisions sur la transversale

seront alors en involution.

70. Deux faisceaux de même centre qui ont les rayons homologues rec-

tangulaires sont en involution.

Car on peut intervertir les rayons. Ou hieii , on projetant le centre sur

une transversale quelconque, à cause de la propriété de la perpendiculaire

abaissée du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle sur l'hypoté-

nuse, on aura deux divisions en involution.

71. Deux faisceaux en involution ont toujours un couple dé rayons

rectangulaires.

Soit le centre et a,a' \ b,b' \ c,c' ; . . . les divers couples de points en

involution que l'on obtiendrait sur une transversale L. Les circonférences
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circonscrites aux triangles Oaa' , Obb', Orc'. . . se couperont toutes en un

second point 0', qui ne sera pas généralement le symétrique de par rap-

port à L, car dans ce cas tous les couples de rayons seraient rectangulaires.

Donc il y aura un cercle unique passant par 0,0', ayant son centre sur la

transversale, qui coupera cette transversale en »,«'. 0» et 0»' seront deux

rayons homologues des deux faisceaux, et leur angle tiQn' sera droit.

Par conséquent : Si deux couples de rayons homologues de deux fais-

ceaux en involution sont rectangulaires, tous les autres couples le seront

aussi.

72. En joignant un point quelconque à six points en involution sur une

droite, on a ce qu'on appelle une involution de six droites.

• Trois couples de droites correspondantes sont en involution lorsque quatre

de ces droites prises dans les trois couples ont le même rapport anharnio-

nique que leurs homologues.

73. La transformation de la figure n'altère ni l'homographie ni l'in-

volution des divisions ou des faisceaux.

Car nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre points ou de

quatre droites reste constant, de quelque manière qu'on transforme la

figure.

74. Les intersections d'une transversale quelconque avec les côtés op-

posés et les diagonales d'un quadrilatère, sont six points en involution.

Transformons la figure de manière (}ue la transversale soit parallèle ta une

des diagonales MP du nouveau quadrilatère MNPQ {fîg. 30), et soit le

point où elle coupe l'autre diagonale NO- On aura par les triangles semblables

Q^, = Ijp
= q^ , dou Oa X 0« = Oo X Oo , ce qui prouve 1 invo-

lution des trois couples de points a, a': b,b' -, 0,oo , et par suite celle des

trois couples a,a' ; b,b' ; c,c' de la flgure primitive.

Ou bien : Dans la figure primitive, M (.\RQcj = P (NRQc). Estimant les

rapports anharmoniques sur la transversile , on aura {ac'bc) =: [b'c'a'c)

^=(a'cb'c'], ce qtii prouve l'involntion des six points.

75. Étant donnés cinq points d'une droite, trouver le sixième point

de l'involution en ne faisant usage que de la règle.
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On construira un quadrilatère dont deux côtés opposés passent par a, a' ;

les deux autres par b,b' , et dont une diagonale NQ passe par le cinquième

point c ; l'autre diagonale MP passera par le sixièuie point c' de l'involu-

tion.

Cor.— Si l'on déforme un quadrilatère de manière que les quatre côtés

et une diagonale pivotent sur cinq points situés en ligne droite, l'autre

diagonale coupera toujours la droite au même point.

76. Les six droites menées d'un même point aux sommets opposés et

atix points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère quelconque,

sont en invohuio?i.

Transfortnons la figure en prenant pour axe des y la troisième diagonale.

Il en résultera un parallélogramme ABCD pour lequel il sufflra de démontrer

la proposition. Les droites menées par un point P aux quatre sommets dU

parallélogramme (fiq. 31) et les parallèles PO, PH aux côtés, seront les six

droites correspondantes de la nouvelle flgure.

Prenons pour transversale un côté AB du parallélogramme. Les triangles

GPL, CPG étant semblables, ^ =:^ . Les triangles OPK,GPD étant

., ,, OK PO rv OL OK OL OK ., . ^, ^^„.
semblables girs = pQ- I^onc cg ^"^ GD ' ^^ ÔB ^ q^ ; d ou OLx OA

= OB X OK , ce qui prouve l'involution des trois couples de points

A, L ; B, K ; 0,co . et par suite celle des trois couples de droites PA, PC ;

PB, PD; PE,PFde la figure primitive, dont il faut prouver l'involution .-

Ou bien, dans la figure primitive, joignons PF qui coupe les côtés op-

posés AB,BC en a et a'. On aura (EAaB) = (EDa'C) et P(EAaB)

= P (EDa'C). Donc les quatre droites PE, PA, PF, PB ont même rapport

anharmonique que PE, PD, ?a', PC, ou que PF, PC, PE, PD ; d'où l'on voit

que l'on peut intervertir PE et PF, ainsi que PA et PC, ou PB et PD, ce qui

prouve l'involution.

Ces deux propositions peuvent se conclure réciproquement l'une de l'autre.

Car PF et AB sont les diagonales d'un quadrilatère PAFB, cl la droite DC

coupe les côtés et les diagonales en six points en involution, d'où résulte

l'involution des six droites du quadrilatère ABCD. Réciproquement, l'invo-
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lution de ces six droites donne 1 involutiorj des six points sur la transversale

EC du quadrilatère PAFB.

Cor.— Si l'on déforme un quadrilatère de manière que les quatre som-

mets et tine des extrémités de la troisième diagonale glissent sur cinq

droites qui se coupent au même point, l'autre extrémité de la troisième

diagonale glissera sur une sixième droite passant par le inême point.

Si le poiiit P est à l'inûoi sur une direction quelconque

,

Les parallèles par les sommets d'un quadrilatère et par les extrémités

de la troisième diagonale donnent six points en involution sur une droite.

En d'autres termes : Les projections, orthogonales ou obliques, des quatre

sommets d'un quadrilatère et des extrémités de la troisième diagonale

sur une droite quelconque sont suc points en involution.

77. Les circonférences décrites sur les trois diagonales d'un quadri-

latère comme diamètres se coupent aux deux mêmes points.

Prenons pour le point P une des intersections des circonférences décrites

sur deux des diagonales comme diamètres. Le faisceau des six droites aura

deux couples de rayons rectangulaires ; par conséquent l'autre couple le

sera aussi, et la circonférence décrite sur la troisième diagonale passera par

l'intersection des deux autres.

Ainsi : Il existe deux points desquels les trois diagonales d'un quadri-

latère sont vues sous un angle droit.

78. Les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère sont situés sur

une même droite.

Car les centres des circonférences décrites sur les trois diagonales comme

diamètres sont sur la perpendiculaire élevée par le milieu de la corde com-

mune.

S X. De PÔLE ET DE LA POLAIRE PAR RAPPORT Af CERCLE.

Lemme. — Un cercle se reproduit en prenant pour point de concours

un point extérieur, et pour parallèle la corde de contact de ce point.

On le démontre directement comme il suit :

SoitC le centre du cercle {fig. 32) , E un point extérieur et M la corde
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de contact, lierions par le point E une sécante quelconque qui coupe le cercle

en M, M' et la corde de contact en F. Il s'agit de prouver que M, M' sont

conjugués harmoniques sur EF.

La corde de contact LI est aussi une corde d'un autre cercle qui a pour

diamètre ECet passe par le milieu G de MM'. On a donc:

MF X MF = LF X FI = EF X FG ;

OU (MG — FG) (MG + FG) = (EG — FG) x FG , et réduisant :

EG X FG = MG'; ce qui prouve que E et F sont conjugués harmoniques

sur MM' ; donc, réciproquement M, M' sont conjugués harmoniques surEF.

B et B' sont conjugués harmoniques sur EA. Car le triangle rectangle

ELC donne CA.CE= CL- = CB".

L'origine est en milieu de OA, et OB.OB' = OA". OH étant la tan-

gente au cercle par l'origine, OB.OB' = OH^ ; donc OH = OA, et comme

nous l'avions déjà vu :

Un cercle se reproduit en prenant pour axe des y une droite exté-

rieure, pour axe des x le diamètre perpendiculaire, et pour distance de

la parallèle la longueur de la tangente au cercle par l'origine.

Le centre C du cercle se transforme en un point C conjugué harmo-

nique de l'origine sur le diamètre BB'. Cela résulte d'ailleurs du triangle

rectangle OCB, qui donne OCx OC= OH' = 0A^ Donc:

79. On peut reproduire le cercle de manière que son centre C se

transforme en torit autre point intérieurC
L'origine sera le conjugué de C sur le diamètre passant par ce point.

80. On peut reproduire le cercle de manière qu'une corde se trans-

forme en un diamètre.

L'origine sera le sommet de l'angle circonscrit qui correspond à la corde.

81. Lorsqu'une sécante tourne autour d'un point quelconque P du plan

d'uti cercle , le conjugué harmonique Q de ce point par rapport aux inter-

sections de la sécante avec le cercle reste sur une droite perpendiculaire

au diamètre passant par le point P.

Si le point P est extérieur, en le prenant pour point de concours, le lieu

du point Q sera la corde de contact de P.
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Si le point P est intérieur, ou reproduisant le cercle de manière que ce

point soit le transformé du centre, la sécante sera la transformée d'un dia-

mètre, et le lien du point O sera la droite prise pour axe des y.

A cause de cette propriété , le point P est dit le pôle de la droite que

décrit le point 0, et la droite est dite la polaire du point P.

82. d,d' étant les distances du pôle et de la polaire au centre, et R le

ravon du cercle,

d X d' = R=.

Donc •- Si le pôle est intérieur, la polaire est extérieure, et récipro-

quement.

Si le pôle est un point de la circonférence, la polaire est la tangente

en ce point, et réciproquement : Le pôle d'une tangente est le point de

contact.

Si le pôle est à Vinfini, la polaire est un diamètre, et réciproquement -.

Un diamètre a son pôle à l'infini sur le diamètre perpendiculaire.

Toutes les droites à l'infini ont pour pôle commun le centre du cercle.

83. Lorsque deux transversales tournent autour d'un point quelconque

du plan (fun cercle, les droites qui joignent deux à deux les intersections

avec le cercle se coupent sur la polaire du point.

Évident en prenant le point pour orij^ine, s'il est extérieur, et son con-

jugué harmonique sur le diamètre, s'il est intérieur.

Donc : Le tracé de la polaire d'un point quelconque n'exige que l'emploi

de la règle.

84. Lorsque la corde de contact d'un angle circonscrit tourne autour

de l'un de ses points, le sommet se meut sur la polaire de ce point.

Même transformation.

85. Réciproquement : Lorsque le sommet d'un angle circonscrit décrit

une droite, la corde de contact tourne autour du pôle de cette droite.

Évident en prenant la droite pour axe des y. si elle est extérieure, et, si

elle est sécante, en reproduisant le cercle de manière qu'elle devienne un

diamètre.

En résumé, on peut considérer la polaire d'un point, soit comme la corde

10
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(le contact de ce point ; soit comme le lieu du conjugué harmonique de ce

point par rapport aux intersections avec le cercle de toutes les sécantes pas-

sant par ce point ; soit comme le lieu du sommet d'un angle circonscrit

dont la corde de contact passerait par ce point ; soit comn^e le lieu des inter-

sections des droites qui joignent deux à deux les points où deux transver-

sales, tournant autour du point, coupent le cercle, et il en résulte ces con-

séquences :

La polaire d'un point est le lieu des pôles de toutes les droites qui

passent par ce point.

Le pôle d'une droite est l'intersection commune des polaires de tous

ses points.

Donc : Le pôle d'une droite peut s'obtenir en ne faisant usage que de

la règle.

Nous pouvons maintenant donner au lemine ce nouvel énoncé :

86. Un cercle se reproduit en prenant pour point de concours un

point quelconque qui ne soit pas sur la circonférence, et pour parallèle

la polaire de ce point.

Quelques exemples feront voir comment la reproduction du cercle facilite

les démonstrations.

Dans un triangle inscrit à une conique, les intersections de chaque

côté avec la tangente par le côté opposé sont trois points situés sur la

même droite.

On peut remplacer la conique par un cercle, et reproduire le cercle en

prenant pour axe des y la droite passant par les intersections de deux côtés

avec les tangentes par les sommets opposés. On aura un triangle équilatéral

inscrit au cercle, ce qui rend la proposition évidente.

Dans un triangle circonscrit à une conique, les droites qtii joignent

les sommets aux points de contact des côtés opposés se coupent au même

point.

Evident on remplaçant la conique par un cercle et reproduisant le cercle

lie manière que le triangle inscrit qui aiu'ait pour sommets les points de

contact du circonscrit devienne équilatéral, car le triangle circonscrit de-

viendra aussi équilatéral.
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Donc : Deux triangles , l'un inscrit à un cercle ou à une conique, et

l'autre circonscrit, dont les points de contact soient les sommets de Vin-

scrit, sont homologiques, et l'axe dliomologie est la polaire du centre

d'homologie par rapport au cercle ou à la conique.

Soit an quadrilatère circonscrit à un cercle et un quadrilatère inscrit ayant

pour sommets les points de contact du circonscrit ; reproduisons le cercle

en prenant pour axe des y la troisième diagonale du quadrilatère circonscrit.

Il en résultera un losange circonscrit au cercle, dont les points de contact

seront les sommets d'un rectangle inscrit, et de l'inspection de la nouvelle

flgnre résulteront ces conséquences :

V Les diagonales des deux quadrilatères primitifs se coupent au même
point, et forment un faisceau harmonique;

2» Les points de concours des côtés opposés sont quatre points en pro-

portion harmonique sur une droite ;

3" Les diagonales du quadrilatère circonscrit passent par les points de

concours des côtés opposés de l'inscrit.

N. B. Ces propositions subsistent en remplaçant le cercle par une co-

nique. .

Théorème de Pascal. — Soit un hexagone inscrit à une conique. On

peut remplacer la conique par un cercle, et reproduire le cercle de manière

que deux couples de côtés opposés du nouvel hexagone soient parallèle,'^. II

suffira de prouver que les deux côtés restants du nouvel hexagone sont aussi

parallèles, ce qui est facile ,
pour qu'il devienne évident que les côtés op-

posés (Tun hexagone inscrit dans un cercle, ou dans une conique, se coupent

en trois points situés sur une même droite.

Théorème de Briaxchox. Soit un hexagone circonscrit à une conique.

On peut remplacer la conique par un cercle , et reproduire le cercle de

manière que le point d'intersection de deux des diagonales qui joignent les

.sommets opposés devienne le centre. Il sufûra de prouver, ce qui est facile,

que la troisième diagonale du nouvel hexagone passe aussi par le centre,

[tour qu'il devieime évident que les diagonales f/ui joignent les sommets

opposé» d'un hexagone circonscrit à un cercle, ou à une conique, se cou-

pent au même point.



72

§ XI. — Droites conjuguées dans le cercle.

87. Lejlme. — Lorsqu'un cercle se reproduit , le pôle d'une droite

devient le pôle de la nouvelle droite, et la polaire d'un point devient la

polaire du nouveau point.

Car les propriétés descriptives ou harmoniques du pôle et de la polaire

ne sont pas altérées parla transformation.

On appelle droites conjuguées deux droites telles que le pôle de chacune

par rapport au cercle soit situé sur l'autre. Par' exemple, deux diamètres

rectangulaires sont des droites conjuguées, car le pôle de chacun se trouve

à l'inflni sur la direction de l'autre.

88. Lorsqu'un cercle se reproduit, deux droites conjuguées deviennent

deux autres droites conjuguées.

Conséquence du lemme.

89. // existe une inanité de systèmes de droites conjuguées qui se

coupent en chacun des points du plan d'un cercle.

1" Si le point est intérieur , reproduisons le cercle de manière que ce

point devienne le centre. Deux diamètres rectangulaires deviendront deux

droites conjuguées qui se couperont en ce point.

2" Si le point est extérieur, reproduisons le cercle en prenant ce point

pour origine. Deux parallèles qui divisent harmoniquement le diamètre

perpendiculaire à celui qui passe par le point, sont évidemment deux

droites conjuguées, qui deviendront deux droites conjuguées se coupant

au point extérieur pris pour origine.

5" Si le point est sur la circonférence, la tangente en ce point et toute

corde passant par le point de contact, seront deux droites conjuguées.

90. Les divers systèmes de droites conjuguées qui se coupent en tm

même point intérieur nu extérieur au cercle, sont autant de couples de

rayons homologues de deux faisceaux en involution.

Car les divers systèmes de diamètres rectangulaires, ou de parallèles qui

divisent harmoniquement le diamètre perpendiculaire, sont évidemment en

involution, et l'involulion n'est pas altérée par la reproduction du cercle.
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Donc : Les droites conjuguées qui se coupent m un même point

intérieur ou extérieur à un cercle, donnent des divisions en involution

sur une droite quelconque.

Le point central est l inlersecLiou de la droite avec le diamètre perpen-

diculaire.

91. En particulier : Les droites conjuguées qui se coupent en un même

point donnent deux divisions en involtUion sur la />olaire du point.

Il est facile de le détnonlrer à priori.

Soit P un point intérieur, et AB sa polaire (/ï^. 52). Prenons un

point quelconque Q sur AB, et construisons la polaire PR de ce point.

PQet PR seront deux droites conjuguées, car le pôle PR est en sur AB,

et le pôle de PQ est en R, inlerseclion des polaires de O et de P.

fteproduisons le cercle en prenant la [wlaire AB pour axe des y; l'axe

des X sera le diamètre perpendiculaire, et la dislance de la parallèle sera la

longueur de la tangente OH par l'origine. Prolongeons PO d'une longueur

OE = OH
;
QER sera l'angle des transformées des deux droites conjuguées

PQ, PR. Or ces transformées sont deux iliamétres rectangulaires du cercle;

donc le triangle QER est rectangle en E, et OQ X OR = OE' = OH' resle

constant, ce qui prouve l'involution. Les points doubles sont imaginaires.

Soit P un point extérieur, et AB sa polaire (fi-g. ô3) qui sera une corde

du cercle. Prenons un point quelconque O sur AB, et soit PR la poliire

de ce point. PQ et PR seront deux droites conjuguées. Q et R divisant

harmoniquement AB, dont le milieu est 0, on aura OQ x OR .= OA-, ce

qui prouve l'involution. Le milieu de la corde est le point central, et les

extrémités de la corde sont les points doubles.

Dans l'un el l'autre cas, chaque sommet du triangle l'QR a pour pôle le

côté opposé, d'où lui vient le nom de triangle polaire.

Donc : Deux côtés quelconques du triangle polaire sont des droites

conjuguées

.

Si le point P est extérieur, les deux droites conjuguées PQ, PR fDrmeni

un faisceau harmonique avec les tangentes par le point P, et ces tangentes

sont les rayons doubles des deux faisceaux en involution que donnent les

droites conjuguées.
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Si le point P est intérieur, les rayons doubles sont imaginaires, ei on dit

que ces rayons doubles solit les tangentes imaginaires au cercle par le

point P.

92. Le centre du cercle est le seul point de son plan pour lequel toutes

les droites conjuguées soient rectangulaires.

Car si le point P est intérieur, OP est moindre que la tangente OH ou que

OE. L'angle QPR des deux droites conjuguées est obtus, et ne devient droit

que lorsque, l'un des points Q ou R étant à l'infini, l'autre coïncide avec 0.

Si le point est extérieur, l'angle QPR des deux droites conjuguées est

évidemment aigu. Il devient nul lorsque Q et P coïncident en A ou en 6,

pour former les points doubles de l'involution, et ne devient droit que lors-

que, l'un de ces points passant à l'infini, l'autre coïncide avec 0.

D'ailleurs, on sait que deux faisceaux en involution ont un système unique

de rayons rectangulaires, à moins que tous ne le soient.

§ XU. Centre de similitude, axe radical et contact des cercles.

93. Lemme. — Un cercle se transforme en un autre cercle, en prenant

pour point de concours un point qui ne soit pas sur la circonférence, et

pour parallèle une parallèle à la polaire de ce point.

Car le cercle se reproduit en prenant la polaire pour parallèle, et lorsque

la distance de la parallèle varie, toutes les transformées sont semblables.

94. Deux cercles se transforment l'un en l'autre, en prenant pour

point de concours celui de leurs tangentes, extérieures ou intérieures,

communes, et pour parallèle la parallèle à égale distance des cordes de

contact de ce point.

Soient C, C les deux cercles (fig. 54), E le point de concours des tan-

gentes extérieures ou intérieures communes ; BD, B'D' les cordes de

contact du point E, et LR la parallèle équidistante.

Prenons |)our origine le point milieu de EA. Le point B se Iraiisfor-

ft' R R R Al
niera en un point b' de la direction EB, tel que TyP, = ^^5 = ôâ •

Comme OA = OE, on aura ^'R = AL = A'L ; donc le point b' coïncidera
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avec B', et la corde de contact BD du premier cercle deviendra la corde de

contact B'D' d'un second cercle qui ne sera autre que C.

Le rapport de similitude des deux cercles étant celui de OA à OL, on peut

délerminer ()!., de manière qu'un cercle de rayon R se transforme en tout

autre de ravon donne R . On aura .^n- = rr^ . d ou OL=OL ~ J{"
""" ^'^~ H

95. Centres de similitude. — Le point de concours K des tangentes

extérieures communes est appelé centre de similitude directe des deux

cercles C, C Les rayons CB, C'B' menés aux points de conlact de l'une

de ces tangentes sont parallèles et de même direction, d étant la distance

des centres, |§t = {[, , doù EC = ^^^i^ . et EC = \^^J\^ • ^es

distances ne dépendant que de celle des centres et des longueurs des

rayons :

Toute droite qui joint les extrémités de deux rayons parallèles, de

même direction, passe par le centre de similitude directe des deux cercles.

Le point de concours E' des tangentes intérieures est appelé centre de

similitude inverse. Les rayons menés aux points de contact de l'une de

ces tangentes sont parallèles, mais de direction contraire, ttttti = rp d'où

Ces distances ne dépendant que de celle des centres et des longueurs des

rayons :

Toute droite qui Joint les extrémités de deux rayons parallèles, de

direction contraire, passe par le centre de similitude inverse des deux

cercles.

Par conséquent : Deux diamètres parallèles sont les bases d'un trapèze

dont les côtés se coupent au centre de similitude directe, et les diagonales

au centre de similitude inverse.

Les deux centres de similitude sont conjugués harmoniques par rapport

aux deux centres de âqure : d'ailleurs tttt; = ir; = ttttt;
' " ' CL R CE

Ainsi : Deux cercles ont toujours, quelle que soit leur position rela-

tive, deux centres de similitude.
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Lorsque les cercles sont égaii:p , le centre de similitude directe est à

l'infini, et le centre de similitude inverse est le milieu de la ligne qui

joint les centres de figure.

Lorsquils se touchent, le point de contact est un centre de similitude,

directe ou inverse, suivant que le contact est intérieur ou extérieur, et

l'autre centre est son conjugué harmonique

.

Si l'un de ces cercles se réduit à un point, parce quo son rayon devient

nul, les deux centres de similitude coïncident avec ce point.

Si l'un des cercles devient une droite
, parce que son rayon est inûni,

les deux centres de similitude sont les extrémités du diamètre de l'autre

cercle perpendiculaire à la droite.

Lorsque les cercles sont concentriques, les deux centres de similitude

coïncident avec leur centre commun de figure.

96. 1-es polaires des centres de similitude par rapport à cliacun des

deux cercles sont dites polaires de similitude, directe ou inverse, snivnni

la dénorninalion du centre auquel elles se rapportent.

97. La parallèle également distante des polaires de similitude directe

est aussi également distante des polaires de similitude inverse.

Soient C,C' deux cercles quelconques (fig. 55). Les rayons parallèles de

iiièuK! direction CP, C'P' donnent le centre E de similitude directe, dont les

polaires sont AM et BM. Les rayons de direction contraire CQ, C'P' donnent

le centre E' de similitude inverse, dont les polaires sont A'M', B'M'. 11 s'agit

de démontrer que le milieu de AB est aussi le milieu de A'B', ou que

AA' = BB'.

W =^ CA' — CA. Par les propriétés des polaires ou par les triangles

rectangles CFA', CGA,

BB' = C'B 4- C'B' ; C'B =^ ; C'B' == ^, : donc

IV^ X EE' „ • CE H CE' ,, . CE X CE' H"
B» = G'EXCT/ - ^Ï«'S(FË^F=CË'' '^"^ CË5^CK = F^

et par suite AA' = BB'.



Axe radical. — On appelle axe radical la parallèle LR, également dis-

tante des polaires de simililnde de chacun des deux cercles.

-Nous pouvons maintenant donner au lenime cet autre énoncé :

98. Deux cercles se transforment l'un en l'autre, en prenant pour

poiiit de concours un de leurs centres de similitude, et pour parallèle

leur axe radical.

Il en résulte ces conséquences :

Une transversale quelconque par l'Un des centres E de similitude coupe

les cercles en des points correspondants M,M'; N,N'
{fiff-

-îtl), et les tan-

gentes en ces points se coupent sur l'axe radical.

Deux transversales quelconques par l'un des centres de similitude

déterminent deux quadrilatères inscrits MNPO, M'N'P'Q' qtii se trans-

forment l'un en Vautre. Deux côtés opposés de chacun d'eux, ainsi que

les diagonales, se coupent respectivement sur les polaires du centre de

similitude pris pour point de concours, et les côtés correspondants

MP.M'P' ; NQ.N'Q' se coupent sur l'axe radical. ,

On trouvera facilement l'autre centre et ses polaires, car les diamètres

passant par des points liomologues des deux cercles i\I,N' ou N,M' seront

parallèles. Ainsi : Connaissant un centre de similitude, on construira

l'axe radical, les polaires de ce centre. Vautre centre et ses polaires, en

ne faisant usage que de la règle.

Il suffira de connaître une droite passant par un des centres de simi-

litude.

Car les pôles de cette droite par rapport à chacun des cercles seront des

poiqts correspondants des deux figures, et la ligne qui les joindra donnera le

centre de similitude par lequel passe la droite.

99. Connaissant un point a. de l'axe radical, construire cet axe, les

centres de similitude et leurs polaires.

Les polaires de ce point, par rapporta chacun des cercles, étant des droites

correspondantes, se couperont en un second point de l'axe radical ; et comme

elles coupent respectivement les cercles en des points correspondants, il en

résultera les centres de similitude, et par suite leurs polaires.

11
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100. N.B. Deux points corresporulants (les deux cercles tels que M, M',

ne sont pas des points homologues de ces cercles considérés comme figures

semblables. Car rhomologiiede M est N', déterminé par le rayon C'N' paral-

lèle à CM, et non pas M' , qui est dit \'anti-homologue de M.

Le point A'entrée M de la sécante, pour le premier cercle, se transforme

en point de sortie M', pour le second ; et réciproquement, le point de sortie

N se transforme en point d'entrée N'.

Dans les deux quadrilatères MNQP, M'N'Q'P', les côtés NQ, M'P' sont

parallèles, comme étant deux transformées de la même droite MF, ou à

cause de la similitude des triangles CNQ, C'M'P'. Il en est de même pour

MP et N'Q'. Les diagonales MQ, N'P' ou NP, M'Q' sont aussi parallèles, et il

en résulte ce théorème :

Si far un des centres de similitude de deux cercles on mène deux

sécantes communes, en 'prenant sur chaque sécante un point d'entrée sur

l'une des circonférences et un point de sortie sur l'autre, les quatre points

seront situés sur une même circonférence.

Cor. — Les quatre points de contact des tangentes extérieures et inté-

rieures communes à deux cercles sont sur une même circonférence.

101. L'axe radical est le lieu des points par lesquels on peut mener

aux deux cercles des tangentes égales.

Par un des centres de similitude E {fig. -"6) menons une sécante qui

coupe le premier cercle en M,N, et le second en M',N'. Les tangentes en

ces points formeront un parallélogramme a(3^'j3' dont une diagonale a.x' sera

l'axe radical, et dont l'autre /3/3' passera par le centre de similitude.

Les triangles /3MiN, «MM' étant semblables, et le premier étant isocèle,

la tangente aM est égale à la tangente M' . De même les tangentes a'N et aN

sont égales à cause de la similitude des triangles /SMiN, a'NN'.

102. L'axe radical est le lieu des points dont la différence des carrés

(les distances aux centres des deux cercles est constante.

Par les triangles rectangles aMC, «CM',

«M' = cS? — R% aM" = «C' — R'^ ;

et comme «M = «M', «G" — «C = R'^ — R^ = const.



— 79 -
Soil, K le milieu deCC, on mira, pour dèlerminer le point L où l'axe

radical coupe la ligne des centres. KL = -^j^Ty

—

403. Ainsi : L'axe radical existe, quelle que soil la position relative

des deux cercles.

Lorsque deux cercles se coupent , l'axe radical est leur corde com-

mune.

Lorsqu'ils se toîwhent, l'axe radical est leur tangente commune.

Lorsqu'ils sont concentriques, l'axe radical est à l'infini.

L'axe radical d'un cercle et d'un point est la parallèle à la polaire

du point, également distante du point et de la polaire.

L'axe radical d'un cercle et d'une droite est la droite elle-même.

L'axe radical d'un point et d'une droite est la droite elle-même.

104. Décrire un cercle ayant pour axe radical avec un cercle C une

droite AB, et passant par un point donné, ou touchant une droite

donnée (ûg. 57).

Si AB coupe le cercle C, le cercle demandé passera [)ar les exlrémilès

de la corde et par le point donné , ou passera par les extrémités de la corde

et sera tangent à la droite donnée.

Si AB est extérieur au cercle C, menons par un point P de AB une

sécante qui coupe C en ]\I,N, et joignons le point P au point donné IM'.

La circonférence passant par M,N,M' coupera P'M' en N', de manière que

PM X PN = PM' X PN'- M'N' sera la corde d'un nouveau cercle C ayant

son centre sur la perpendiculaire abaissée de celui de C sur la droite AB, et

cette droite sera l'axe radical de C,C', car les tangentes par le point P seront

égales.

Si le cercle C doit être tangent à une droite PS', soit P le point où elle

coupe AB. Prenons une longueur PS' égale à celle de la tangente PS à C,

par le point P; on aura le point de contact de C avec la droite PS', et par

suite le centre sur la perpendiculaire abaissée de celui de C sur AB.

On pourra ainsi construire une infinité de cercles ayant un axe radical

donné avec le cercle C, et passant par des points donnés ou tangents à des

droites données.
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405. Tous les cercles qui oui le même axe radical donnent des divi-

sions en involution sur la ligne des centres et sur une transversale quel-

conque.

Car, soil le point où l'axe radical coupe la ligne des centres, et ab le

diamètre de l'un des cercles C. Si l'axe radical est une corde commune,

Ofl X Ob sera égal au carré de la moitié de celte corde, et par conséquent

constant. Si l'axe radical est extérieur, Oa X Ob sera égal au carré de la

tangente par le point à l'un des cercles, et par conséquent constant.

L'involution aura alors des points doubles e et /"que l'on peut considérer

comme des cercles de rayon nul, ayant aussi le même axe radical. Poncelet

les appelle points limites, et ces points sont conjugués harmoniques sur le

diamètre de chaque cercle.

On démontrera de même qu'il y aurait involution sur une transversale

quelconque qui couperait les cercles.

106. Deux ou plusieurs cercles qui ont le même axe radical extérieur

peuvent se reproduire en même temps.

On prendra pour axe des tj l'axe radical commun, et pour distance de la

parallèle la longueur de la tangente à l'un des cercles par le point où l'axe

radical coupe la ligne des centres. Les centres de similitude E,E' se trans-

formeront réciproquement l'un en l'autre; les tangentes extérieures com-

munes deviendront les tangentes intérieuies, et réciproquement.

107. Les tangentes à tous les cercles de même axe radical, par un

même point P de cet axe, ont leurs points de contact sur une même cir-

conférence qui coupe orthogonalement chacun des cercles.

On appelle angle de deux arcs de cercle, ou de deux courbes, qui passent

par un point, l'angle des tangentes par ce point à chacun des arcs ; et lors-

que l'angle de ces tangentes est droit, on dit que les deux arcs se coupent

orthogonalement.

Cela posé, soient V\\, PS, PS', PR'. . . {(ig. 57) dos tangentes aux cercles

C,C'. . . par un point P de leur axe radical commun. Toutes ces tangentes

seront égales; et comme le rayon CR du cercle C, par exemple, sera per-

pendiculaire à la tangente PR, la circonférence décrite avec PR pour rayon
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passera par tous les points de contact R, S, S', R'. . . et coupera orlliO[.'ona-

lement chacun des cercles.

Réciproquement : Toutes les circonférences qui coupent orthogonale-

ment des cercles de même axe radical ont leurs centres sur cet axe.

Car, R étant un des points d'intersection avec un des cercles C, la perpen-

diculaire à l'extrémité du rayon CR donnera le centre P de la circonférence

sur l'axe radical.

108. Toutes les circonférences qui coupent orthogonalcment des cercles

{\, (".'.
. . de même axe radical, ont pour axe radical commun la ligne

des centres de ces cercles.

Car les tangentes par le centre de C, par exemple, à chacun des cercles

P, P' . . . sont égales au rayon de ce cercle.

N. B. Si l'axe radical des cercles C,C'. . . est extérieur, celui des cercles

P, P'. . . sera une corde commune, et réciproquement.

109. Centre radical. — Les axes radicaux de trois cercles pris deux à

deux se coupent au même point.

Soient C, C'.C" les trois cercles ; R, R',R" les rayons, et a le point où

1 axe radical de C, C coupe celui de C, C". On aara Cx" — C'a* = R= — R",

C,^^ _ C'a" = R' — R"= ; d'où C'a' — CV = R'* — R"", ce qui prouve

que le point a appartient aussi à l'axe radical de C',C".

Cor. — Si les cercles se coupent deux à deux, les trois cordes com-

munes se couperont au même point.

Si les cercles se touchent deux à deux , les tangentes communes se

coupei'ont au même point.

Le point où les axes radicaux de trois cercles pris deux à deux se cou-

pent est appelé le centre radical de ces cercles.

N. B. On construira facilement l'axe radical de deux cercles quelconques

au moyen d'un troisième qui coupe chacun d'eux. Les deux cordes se cou-

peront en un point de l'axe radical qui sera la perpendiculaire abaissée de

ce point sur la ligne des centres des deux cercles donnés.

110. Axes de similitude. — Trois cercles, pris deux à deux, ont trois

centres de similitude directe et trois centres de similitude inverse. Ces
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six points sont situés, trois à trois, sur quatre droites que l'on appelle

axes de similitude.

Soient C,C', C" les centres de trois cercles, et CA, C'A', C'A" trois rayons

parallèles. Les triangles CC'C" et AA'A" ayant leurs sommets sur trois pa-

rallèles, les côlès correspondants se couperont en trois points situés sur la

même droite, et ces points seront des centres de similitude des cercles, pris

deux à deux.

Si les trois rayons sont de même direction, on aura trois centres de si-

militude directe situés sur une droite que l'on appelle axe de similitude

directe. Si l'un des rayons est de direction contraire à celle des deux autres,

on aura un centre de similitude directe et deux centres de similitude in-

verse situés sur une droite qu'on appelle axe de similitude inverse, et il

existera trois de ces axes.

111. Cercle tangent à trois autres. — Le problème a huit solutions,

car les trois cercles donnés peuvent être touchés intérieurement ou extérieu-

rement; chacun d'eux peut être touché intérieurement, et les deux autres

extérieurement; ou extérieurement et les deux autres intérieurement.

Deux cercles qui ont un contact extérieur et un contact intérieur avec

chacun des trois cercles donnés, sont dits conjugués.

Soient C, C, C" les trois cercles, et 0, 0' les deux cercles conjugués qui

les touchent, par exemple, intérieurement en «,«',«", et extérieurement en

b,b\ b" {jig. 38). Le problème consiste à trouver ces points de contact.

La corde de contact ab passe par le centre de similitude inverse des

deux cercles conjugués 0, 0', car a est le centre de siuiililude directe de

C,0, et b le centre de similitude inverse de C,0'. Il en est de même pour

les cordes de contact a'b' et a"b" . Donc : Les trois cordes de contact ab,

a'b', a"b" se coupent en un point R, centre de similitude inverse des deux

cercles 0,0'.

Le point ?i est le centre radical des trois cercles C, C, C".

Car les triangles aa'a" , bb'b" sont homologiques, et aa', bb' se coupent en

E", centre de similitude directe de C,C'. Comme ces deux cercles se trans-

formeraient l'un en l'autre en prenant E" pour point de concours et leur axe

radical pour parallèle, les deux droites homologues ab, a'b' se coupent sur cet
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axe radical, et R est un point de cet axe. On démontrerait de même que R

est sur l'axe radical de C,C" et sur celui de C',C".

L'axe radical des cercles conjugués 0.0' est l'axe de similitude di-

recte de C,C',C".

Car 0,0' se transformeraient l'un en l'autre en prenant pour point de

concours leur centre R de siiiiililuile inverse , et pour parallèle leur axe ra-

dical. Donc aa' et bb' sont des droites correspondantes de 0,0' qui se coupent

sur leur axe radical en E", centre de similitude directe de C,C/. De même

aa",bb" se coupent sur l'axe radical de 0,0' en E', centre de similitude

directe de C,C", et aa",b'b" se coupent aussi sur cet axe radical en E,

centre de similitude directe de C',C".

Les 'pôles de l'axe de similitude directe des trois cercles, par rapport

à chacun de ces cercles, sont situés sur les cordes de contact sh, a'b',

a"b".

Car lorsque les cercles 0,0' se transforment l'un en l'autre, les tangentes

aux points homologues a,a', b,b' se coupent sur l'axe radical de 0,0', qui

n'est autre que l'axe de similitude directe de C,C',C"; et puisque ab est

la polaire d'un point de cet axe, le pôle de cet axe par rapport à C est sur

la polaire ab de ce point. De même les pôles de cet axe par rapport à C
et C" sont des points des cordes de contact a'b' et a"b".

En résumé : 1° Les cordes de contact ab, a'b', a"b" se coupent au centre

radical R des trois cercles C, C, C" ;

2° Chacune de ces cordes contient le pôle, par rapport à son cercle,

de l'axe de similitude directe de C,C'C ".

Il en résulte cette élégante solution que l'on doit à Gergonne :

Cherchez un des quatre axes de similitude des trois cercles, les

pôles de cette droite par rapport à chacun d'eux et le centre radical

.

Les droites qui joindront le centre radical aux trois pôles donneront,

sur chaque cercle, les points de contact avec les deux cercles conjugués

qui correspondent à l'axe de similitude.

N. B. On peut éviter la construction de l'axe radical, car les polaires

des centres de similitude sont parallèles deux à deux, et le centre radical

est l'intersection des diagonales du parallélogramme formé par deux couples

de c«s polaires.
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Le point R, étant le centre de similitude inverse de 0,0', est situé sur

la ligne des centres des deux cercles conjugués 0,0', et cette ligne est per-

pendiculaire à l'axe radical de ces deux cercles , ou à l'axe de similitude

directe de C,C',C".

Par conséquent : Les lignes des centres des (juatre couples de cercles

conjugués se coupent au centre radical des trois cercles , et sont respec-

tivement perpendiculaires à chacun des quatre axes de similitude.

La solution se prête à tons les cas, comme on pourra le voir par ces

exemples :

Décrire un cercle passant par un point donné P et touchant deux

cercles donnés C, C.

Quatre solutions : car on n'a que deux axes de similitude. On les obtient

en joignant le point P aux centres de similitude directe et inverse des deux

cercles. Le centre radical est l'inlerseclion des deux parallèles aux polaires

du point, par rapport à chacun des cercles, également distantes du point et

de chaque polaire.

Décrire un cercle touchant une droite L et deux cercles donnés C,C'.

Huit solutions : Les centres de similitude d'un cercle et d'une droite

étant les extrémités du diamètre perpendiculaire, on a quatre axes de si-

militude. Le centre radical est l'intersection de la droite et de l'axe radical

des deux cercles, car celui d'une droite et d'un cercle est la droite elle-même.

Décrire tm cercle passant par deux points P, P' et touchant un cercle

donné C.

Deux solutions : La droite qui joint les deux points est le seul axe de

similitude. L'axe radical des deux points est la perpendiculaire sur le mi-

lieu de- la ligne qui les joint.

Décrire un cercle touchant deux droites et un cercle donné G.

Huit solutions : Les quatre axes de similitude sont les côtés du rec-

tangle qui a pour diagonales les diamètres du cercle C perpendiculaires aux

di'ux droites.

Décrire un cercle touchant une droite L , un cercle C, et passant par

un point P.

Quatre solutions : Les deux axes de similitude sont les lignes qui joi-

gnent le point P aux extrémités du diamètre de C perpendiculaire à L. Le
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centre nuiicnl est le point où la droite est coupée par la parallèle éqnidis-

lante tlii point et de sa polaire.

§ XIII. PHOPRIKTÉS DES CONIQUES.

Lemme. — Un cercle peut se transformer en une conique quelconque.

112. Toute conique a un centre. Le pôle de la droite prise pour axe des

y devient le milieu de toutes les cordes de la conitpie qui sont les trans-

formées de celles du cercle se coupant au pôle.

Le centre de l'ellipse est intérieur à la courbe, celui de l'Iiyperbole est

extérieur, celui de la parabole est à l'infini.

113. Tonte conique a une infinité de diamètres qui se coupent au centre.

La polaire Cl) d'un point quelconque Q de l'a.xe des y {flg. 53) passe

par le pôle P de cet axe, et se transforme en une droite CD' qui passe par

le centre P' de la conique, et qui divise en parties égales toutes les cordes

de la conique parallèles à la direction EQ.

.\insi, pour une conique comme pour le cercle, le lieu des milieux d'un

système de cordes parallèles est une droite que l'on appelle diamètre, et

qui prend le nom d'axe lorsque son angle avec la corde est droit.

114. Les tangentes par les extrémités d'un diamètre de la conique

sont parallèles aux cordes conjuguées, ou aux cordes que le diamètre di-

vise en parties égales.

Car les tangentes QC, QD du cercle deviennent des tangentes parallèles

à EQ aux extrémités du diamètre CD' de la conique.

115. Tous les diamètres de la parabole sont parallèles.

Car le centre est à l'infini.

116. Toute conique a une infinité de systèmes de diamètres conjugués,

ou de diamètres tels que chacun divise en parties égales les cordes parallèles

à l'autre.

ils sont donnés par les divers systèmes de droites conjuguées, telles que

PU, PK, qui se coupent au pôle P de l'axe des y.

12
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L'angle QER de ces diamètres ne devient droit que si l'un des points Q

ou R étant à linGni, l'autre coïncide avec 0. Ainsi :

Les axes de la courbe forment un système manque de diamètres con-

jugales rectangulaires.

117. Ellipse.— L'axe des y étant extérieur au cercle [jig. 35), le pùle P

est intérieur. Les points Q et R ^onf situés de différents côtés de l'origine 0,

et OQ X OR reste constant. L'angle QER des diamètres conjugués n'est

jamais nul, mais devient minimuiu lorsque OQ = OR. Les diamètres sont

alors dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes, et, à cause de la

symétrie de la courbe par rapport aux axes, ces diamètres sont égaux.

Donc : L'ellipse a un système îinique de diamètres conjugués égaux

dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes , et ces diamètres

sont ceux qui se coupent sous le plus petit angle.

L'ellipse a deux systèmes de diamètres conjugués qui se coupent sous

tout autre angle.

Ils sont donnés par les droites conjuguées qui passent par les points Q,R

et par celles qui passent par les points symétriques Q', R'.

Deux diamètres conjugués de l'ellipse ne sont jamais compris dans le

même angle de deux autres diamètres conjugués.

Car OQ x OR restant constant, si un des facteurs diminue, l'autre aug-

mente.

Les tangentes à l'ellipse par les extrémités de deux diamètres conjugués

sont les côtés d'un parallélogramme circonscrit que l'on appelle parallélo-

gramme conjugale.

118. Hyperbole. — L'axe des y coupant le cercle, le p(Jle 1* est exté-

rieur. Les points Q et R sont d'un même côté de l'origine 0, et conjugués

liarmoniques sur la corde AB du cercle. L'angle QER des diamètres con-

jugués devient nul lorsque Q et R coïncident en A ou en B. Les tangentes

PA, PB au cercle se transforment en asymptotes de l'hyperbole : donc :

Chaque asymptote de l'hyperbole représente deux diamètres conjugués

dont l'angle est nul, et les deux asymptotes forment un faisceau harmo-

nique avec chaque système de diamètres conjugués.
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Les parties d'une sécante comprises entre la courbe et les asymptotes

sont égales.

Car, la sécante étant parallèle à un diamètre de la courbe, la partie com-

prise, soit entre les asymptotes, soit entre la courbe, a son milieu sur le

diamètre conjugue.

Un des diamètres conjugués CD' rencontre la courbe sur chacune des

deux branches, et est dit transverse. L'antre diamètre P'Q' ne rencontre pas

la conrbe, et est dit non transverse.

Les tangentes par les extrémités d'un diamètre transverse sont les côtés

d'un parallélogramme qui a pour diagonales les asymptotes, et que l'on appelle

parallélogramme conjugué

.

N. B. On prend, pour représenter la longueur du diamètre non Irans-

verse, la partie de la tangente parallèle comprise entre les asymptotes.

Deux diamètres conjugués de l'hyperbole ne sont jamais compris dans

le même angle des asymptotes, et toujours compris dans le même angle

de deux autres diamètres conjugués.

Car Q et R sont conjugués harmoniques sur AB, et OQ X OH restant

constant, si l'un des facteurs diminue, l'autre augmente.

L'hyperbole a deux systèmes de diamètres conjugués qui se coupent

sous le même angle.

Ils sont donnés par les points Q, R et leurs symétriques 0', H'-

Lorsque OE = OA ^ Oli, l'angle AEB des asymptotes devient droit, et

l'hyperbole est dite équilatère.

Les asymptotes d'une hyperbole équilatère sont les bissectrices des

angles de tous les diamètres conjugués.

Car elles sont rectangulaires et forment ini faisceau harmoni(|ue avec

deux diamètres conjugués.

119. Parabole. — L'axe des y étant tangent au cercle, cet axe et une

corde quelconque passant par le point de contact sont deux droites conju-

guées du cercle. Donc :

Chacun des diamètres de la parabole a pour conjugué une droite à l'in-

fini ,
parallèle à la tangente par son extrémité.

120. Pôle et polaire. — Le prtie d'une droite par rapport au cercle



devenaat le pôle de la transformée par rapport à la conique, la théorie est

la même que pour le cercle. Le pôle d'une droite est situé sur le diamètre

de la conique conjugué de sa direction, et d, d' étant les dislances du pôle

et de la polaire au centre, en représentant par a le demi-diamètre conjugué,

d X d' = «\

La partie du diamètre de la parabole comprise entre le pôle et la

polaire a son milieu sur la courbe , car un des quatre points en proportion

harmonique sur le diamètre est à linflni.

421. Droites conjuguées. — Les droites conjuguées par rapport au

cercle devenant des droites conjuguées par rapport à la conique , la théorie

est aussi la même que pour le cercle.

422. Cordes supplémentaires. — On appelle ainsi deux cordes qui joi-

gnent les extrémités d'un diamètre à un même {louit de la conique.

Deux cordes supplémentaires sont parallèles à deux diamètres con-

jugués de la conique.

On obtient ces diamètres en joignant le centre au milieu de chacune de

ces cordes.

On trouve les diamètres conjugués de la conique qui se coupent sous im

angle donné, en décrivant un segment de cercle capable de cet angle sur

un des diamètres de la courbe, ce qui donne les deux systèmes de cordes

supplémentaires qui se coupent sous cet angle.

123. Foyers et directrices. — Nous avons transformé le cercle en

prenant pour point de concours un point quelconque.

Prenons le centre F du cercle pour point de concours. Toute droite passant

par ce centre se reproduira, et les divers systèmes de diamètres rectangu-

laires du cercle seront les divers systèmes de droites conjuguées de la trans-

formée (ellipse , hyperbole ou parabole , suivant que l'axe des y sera exté-

rieur au cercle, sécant ou tangent).

Tous les systèmes de droites conjuguées de la conique qui se coupent eu

F étant rectangulaires, le centre F du cercle devient un foyer de la conique.

Ce foyer est le pôle de l'axe des y par rapport à la conique , et cet axe
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est la directrice correspondaule, qu'il serait mieux d appeler polaire focale,

comme le proposa Ponceiet.

Ou bien : Nous avons transformé le cercle eu prenant pour parallèle une

droite quelconque. Examinons le cas où la parallèle passe par le centre F

du cercle {fig. 59). Ce point sera commun aux deux courbes, et deviendra

le pôle de la droite fixe pour axe des y, par rapport à la transformée, car

les tangentes au cercle en A et B, étant parallèles, se transforment en tan-

gentes en A et B à la conique qui se coupent à l'origine 0.

Le rayon FM qui coupe l'axe des y en l se transforme en une parallèle FM'

à El. De même, tout autre rayon FN qui coupe l'axe des y en K se transforme

en une parallèle FN' à EK. Donc l'angle lEK des transformées est égal à

l'angle IFK des rayons FM, FN du cercle. Par conséquent l'angle de deux

diamètres rectangulaires du cercle ne sera pas altéré par la transformation.

Donc le centre F du cercle sera le foyer de la conique, et l'axe des y sera la

polaire focale ou la directrice.

Ainsi : Une conigue peut être considérée de deux manières, comme la

transformée d'un cercle qui aurait pour centre un foyer.

124. Les foyers ne peuvent être situés que sur les axes de la conique.

Car, pour tout autre point qui ne serait pas sur un des axes, le diamètre

passant par ce point et la parallèle au conjugué seraient deux droites con-

juguées non rectangulaires.

125. On appelle rayon vecteur toute droite telle que FM' qui joint le

foyer à un point de la conique. L'abscisse OP' de l'extrémité M' du rayon

vecteur est égale à la distance du point M' à la directrice Oy.

La similitude des triangles rectangles FMP, FM'P' donne

FM' _ MT; _ OF _ OP'

FM ~ MP ~ OP "~ OF
•

En désignant par R le rayon du cercle et par p le rayon vecteur FM',

P = ol X OP' (') • d'où j^, = ^ = const.

Ainsi, oomnne nous l'avions déjà trouvé :

Une conique est le lieu des points dont les distances à un point et à

une droite sont dans un rapport constant.
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Le rayon vecleur FM s'oblieut au moyeu de l'abscisse OV de son exlré-

milé, et est fonction rationnelle de cette abscisse, c'est-à-dire que son calcal

n'exige l'extraction d'aucune racine, ce qui est la propriété analytique d'a-

près laquelle on déiinit el on trouve les foyers.

Le plus grand et le plus petit rayon vecteur sont dirigés suivant l'axe

focal. Évident par la valeur de p.

N. B. Le centre C de la conique est le Iranslonne du pôle de l'axe des

y par rapport au cercle.

126. Prenons le point F' symétrique de F par rapport à C ; la conique

sera aussi la transformée d'im cercle égal au premier, et ayant pour centre

F'. Donc F' sera un second foyer auquel correspondra une autre directrice

O'y' telle que O'F' = OF Désignons par p' le rayon vecleur F'M', on aura

p'= iipxo'p'.

Pour l'ellipse, OP' 4- O'P' = 00', el p + p' étant constant :

L'ellipse est le lieu des points dont la somme des distances à deux

points fixes est constante.

Pour l'hyperbole, la difTérence étant constante :

L'hyperbole est le lieu des points dont la différence des distances à

deux points fixes est constante.

Cela d'ailleurs résulte de ce que la conique est le lieu des points dont les

distances à un point et à une droite sont dans un rapport constant.

Car, soit mm' un diauiétre quelconiue de l'ellipse ou de l'hyperbole, et fm,

fm' les rayons vecteurs menés de l'un des foyers aux extiémités de ce dia-

mètre {fig. 40,, md et m'd' étant les distances des extrémités du diamètre

à la directrice :

fm fm fin ± fin'

md m'd' md ± m'd'
const.

Or md + 7n'd'^= 2 OC est conslanl pour l'ellipse, et md — m'd' est

constant pour l'hyperbole ; donc fm + fm' est constant pour la première

courbe, et fm — fm' est constant pour la seconde.

La somme ou la différence est évidemment égale à l'axe local AA'.

Cela posé, considérons les deux foyers /",/'. La figure fmf'm' étant un
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parallélogramme, fm +/"/» est constant pour l'ellipse, et fm — fin est

consUint pour l'hyperbole.

Il ejt facile, d'après cela, de construire ces courbes par points ou d'un

inouvemeot continu. (Ellipse de Jardinier.)

427. Principe de Porcelet.— Nous avons vu que deux rayons vecleurs

quelconques Y^W F.\" de la cofiique se coupent sous le mêtne angle queles

rayons correspondants FAI, F.N du cercle.

Donc : Toutes les propriétés des angles au centre dans le cercle s'éten-

dent aux angles qui ont leur sommet au foyer d'une conique , et le sys-

tème des deux foyers a par rapport aux angles des propriétés analogues

à celles gui ont lieu pour le centre du cercle supposé double. (JProp. proj.,

275.)

Il sera souvent plus simple, dans les applications, de considérer le centre

du cercle qui devient le foyer de la conique comme point de concours , ou

centre d'homologie. Les points correspondants du cercle et de la conique

seront en ligne droite avec ce centre. Le point à l'inflni sur une droite cor-

respondra au point où sa transformée coupe l'axe des y, qui devient la

directrice de la conique.

Transformons ce théorème élémentaire :

La tangente au cercle est perpendiculaire au rayon.

La tangente au cercle devient une tangente à la conique qui a pour foyer

le centre du cercle. Enjoignant le foyer an point où la tnngente à la conique

coupe la directrice, on a une droite parallèle à la tangente au cercle, et la

droite qui joint le point de contact au foyer est dirigée suivant le rayon

perpendiculaire à la tangente au cercle. Il en résulte ce nouveau théorème :

La partie d'une tangente quelconque ^une conique comprise entre le

poiiU de contact et la directrice est vue du foyer sous un angle droit.

Cette partie de la tangente à la conique correspond à la partie infinie

de la tangente au cercle, à partir Ju point de contact, qui est vue du centre

du cercle sous un angle droit.

Voici d autres théorèmes que nous choisissons parmi les plus élémen-

taires du cercle, et vis-à-vLs, c^ux qui en résultent pour une conique, el dont

il sera faciie dbe trouver les énoncés.
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La droite qui joint le foyer d'une

conique au point de concours de

deux tangentes est la bissectrice de

l'angle des rayons vecteurs menés

aux points de contact.

La partie d'une tangente à une

conique comprise entre deux tan-

gentes fixes est vue du foyer sous

un angle constant.

Si la corde de contact des tan-

gentes fixes passe par le foyer, ces

tangentes se coupent sur la direc-

trice, et l'angle est droit.

Des cercles concentriques se transforment en tout autant de coniques

qui ont le même foyer et la même directrice.

,

En prenant une droite quelconque pour axe des «/, et la parallèle passant

par le centre commun, chacun des cercles se transformera en une conique

qui aura ce centre pour foyer et l'axe des y pour directrice.

Lorsqu'un angh invariable tourne Lorsqu'uii angle invariable tourne

autour du centre d'un cercle, sa

corde enveloppe un cercle concen-

trique, et le pôle de cette corde dé-

crit un troisième cercle concen-

trique.

La droite qui joint le centre d'un

cercle au point de concours de deux

tangentes est la bissectrice de l'an-

gle des rayons menés aux points de

contact.

La partie d'une tangente à un

cercle comprise entre deux tangentes

fixes est vue du centre sous un angle

constant.

Si la corde de contact des tan-

gentes fixes passe par le centre, ces

tangentes sont parallèles, et l'angle

est droit.

Étant donnés deux cercles con-

centriques, la corde de l'un qui est

tangente à l'autre a son milieu au

point de contact.

Les tangentes par un même point

à une série de cercles concentriques

ont les points de contact sur une

autour du foyer d'une conique, sa

corde enveloppe une conique de

même foyer et de même directrice,

et le pôle de cette corde décrit une

troisième conique de même foyer et

de même directrice.

Étant données deux coniques de

même foyer et de même directrice,

la corde de l'une qui est tangente

à l'autre a pour point de contact le

conjugué harmonique de son inter-

section avec la directrice commune.

Les tangentes par un même point

à une série de coniques de même

foyer et de même directrice, ont les



— 93 -

circonférence qui passe par le point points de contact sur une conique

et par le centre commun. qui pusse par le point et par le

foyer commun.

Ces exemples nous paraissent sulTne poiw faire comitrendre l'imporlaiice

i-lu [irincipe de Poncelel. Nous retrouverons d'ailleurs ce princi[ic dans la

théorie des polaires réciproques.

128. Tangentes et normales. — La tangente et la normale en un point

dune conique divisent en parties égales les angles des rayons vecteurs.

Soient FM. F'M {fig. 41) les rayons vecteurs menés à un point M d'tnie

ellipse. Prolongeons un de ces rayons F'M d'une longueur .MG égale à l'autre

FM, et joignons FG. La bissectrice de l'angle au sommet du triangle isocèle

FMG sera tangente à l'ellipse, car F'G = F'M -i- MG = F'M + FM= k.K'.

Tout autre point P de la bissectrice est extérieur à l'ellipse, puisqu'on

aurait F'P -i- FP > AA'.

La tangente MT étant la bissectrice de l'angle FMG des rayons vecteurs,

la normale MN, ou la perpendiculaire à la tangente, est la bissectrice de

l'angle supplémentaire.

Pour l'hyperbole, on prendrait sur le plus grand rayon F'.M une longueur

MG égale à l'autre, et on verrait facilement que la tangente divise en parties

égales l'angle même des rayons vecteurs.

Pour la parabole, un des foyers F' est à l'iniini, et le rayon vecteur 1\IF'

est parallèle à l'axe. La tangente, comme dans l'ellipse, divise en parties

égales le supplément de l'angle.

129. Les pieds des perpendiculaires abaissées des foyers sur toutes les

tangentes à une conique sont sur la circonférence qui a pour diamètre

t'axe focal.

Car la projection du loyer F sur la tangente Mï est en H, milieu de la

base du triangle isocèle FMG, et CH =^F'G =iAA' = CA. Celle du

foyer F' est en H', milieu de la base du triangle isocèle F'MG', et

CH' = JFG' = ^AA' =CA.

iV. B. Cette circonférence est touchée en H par celle qui aurai! pour

15
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diamètre le rayon vecteur FM, et en H' par celle qui aurait pour diamètre

l'autre rayon vecteur F'M. Donc :

La circonférence décrite sur Vaxe focal d'une conique est tangente à

toutes les circonférences qui ont pour diamètres les divers rayons vec-

teurs.

Pour la parabole, cette circonférence devient la tangente au sommet.

130. a, b étant les demi-axes de l'ellipse, projetons les foyers sur la

tangente parallèle à l'axe focal, c désignant la distance CE du centre au

foyer, que l'on appelle Vexcentricité , on aura

è' + c^ = a-, d'où c = zïz v/a« — 6«.

a, b étant les demi-axes de l'hyperbole, le demi-axe b est égal à la partie

AD de la tangente au sommet limitée par l'asymptote {fig. 42). Projetons

le foyer F en K sur l'asymptote, qui est tangente à la courbe à l'inflni ; les

triangles rectangles CAD, CFK étant égaux, FK^AD= ^, et c-= a- -{-b'',

d'où c= ± Va» + b^-

131. Les points 1 et N, où, la tangente et la normale en un point M
de la conique coupent l'axe focal, sont conjugués harmoniques par rapport

aux deux foyers.

Car la tangente et la normale sont les bissectrices des angles des rayons

vecteurs. Donc CT x CN = CF", et il en résulte une nouvelle construction

des foyers pour l'ellipse et l'hyperbole.

Pour la parabole, un des rayons étant parallèle à l'axe, le foyer F est le

milieu de TN.

132. La tangente et la normale aux divers points d'une conique

donnent des divisions en involution sur chacun des axes.

Car CT X CN = CF^ est constant.

I.e point central est le centre de la conique, et les points doubles sont

lis foyers. Ainsi, la conique peut avoir quatre foyers, mais ils n'existent

que lorsque les points doubles existent, ce qui exige que la tangente et la

normale coupent l'axe d'un même côté du centre. Par conséquent :

Les foyers n'existent que sur le grand axe de l'ellipse , on sur l'axe

transverse de l'hyperbole.
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Sur r;)iitre axe, les points 1", N' d'in.terseclion avec la tangente et la

normale étant situés de part et d'aulrc, par rapport au centre, les points

doubles sont imaginaires, et on dit aussi que les foyers le sont.

Pour la parabole, le centre de la courbe étant à l'inflni, l'involution a

un de ses points doubles à l'infini. L'autre point double divise en parties

égales le segment compris sur l'axe entre la tangente et la normale en un

point quelconque.

133. Tangentes par un point extérieur. — La tangente à la conique

par un point extérieur Q (fig. 42) s'obtient en cherchant, ou le point G, ou

le point H. Le point G est l'intersection de deux circonférences décrites,

l'une avec FQ, l'autre avec F'G = .\A' pour rayon.

Le point H est l'intersection de la circonférence ayant pour diamètre

l'axe focal A.\', avec celle qui aurait pour diamètre FQ.

Au lieu des points G et H, on pourrait chercher les points G' et H'.

Il est facile de voir comment on construirait les tangentes parallèles à

une droite, ou faisant un angle donné avec celte droite.

434. Équation des courbes. — Prenons pour axes deux diamètres con-

jugués quelconques A.\', BB' d'une ellipse ou d'une hyperbole (figiâ).

Soit MN une corde parallèle à BB', et P son milieu sur AA'. On aura,

par le théorème de Newton

,

PINP = 2|: PA X PA'

.

Désignons par a, h les demi-diamètres conjugués, par y l'ordonnée PM

et par x l'abscisse OP. Pour l'ellipse, PA := a — x, PA' = a + x, et

PA X PA' = «' — X-, ce qui donne pour équation de celte courbe rap-

portée à deux diamètres conjugués ou à ses axes,

a'^y- 4- b'x'^ = a^h'

.

Si l'on prenait pour axes les diamètres conjugués égaux, l'équation aurait

la forme de celle d'un cercle de rayon R, qui est y* + x"^ = R'-.

Ainsi : Le cercle devient une ellipse lorsque toutes les ordonnées s'in-

clinent également.
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Pour l'hyperbole, PA= x— a, PA ' = a; + «, et PAX PA'= x- — a-,

ce qui donne

a^y- — b'x'- = — a'b'
,

équation qui se déduit de celle de l'ellipse en changeant b- en — b\

Prenons pour axes un diamètre de la parabole et la tangente par son

extrémité. PM et QN étant deux ordonnées quelconques (fig. 44), on aura

par le théorème de Newton, en remarquant que les segments inûnis dispa-

raissent,

ÔF = ÔQ- = ^'^"^'^-

En représentant la constante par ip, on a pour équation de la parabole

y- =^ 'ipx.

La constante Iji est appelée \e paramètre de la parabole.

Supposons la parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet.

Décrivons un cercle sur le paramétre 2/?= OA comme diamètre. OM'

étant la corde qui correspond à l'abscisse OP, on aura OM'^ = Ipx. Donc

OM'= î/ = PM, ce qui montre comment on pourrait construire la portion

NON' de la parabole, au moyen du cercle, en portant la longueur de la corde

OM' sur la direction de l'ordonnée. Pour le iioinl N, l'ordonnée est égale au

paramètre. Ainsi, pour déterminer le paramétre d'une parabole, il suffira

de mener par le sommet une sécante ON inclinée à 45" sur l'axe, et de

prendre l'ordoriiiée ou l'abscisse du point N.

135. Similitude des coniques. — On voit que, pour construire l'équation

de l'ellipse ou de l'hyperbole , il faut se donner les longueurs a, b de

deux diamètres conjugués, et l'angle sous lequel ils se coupent.

Par conséquent : Deux ellipses ou deux hyperboles sont semblables

lorsque deux diamètres conjugués sont proportionnels et se coupent sous

le même angle, car les deux courbes deviendraient superposables par un

simple changement de l'échelle à laquelle on prend les longueurs des abscisses

et des ordonnées pour les construire.

Les hyperboles dont les asymptotes se coupent sous le même angle

sont semblables.

On verra facilement, [)ar la similitude des triangles, que deux diamètres
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faisant des angles égaux avec l'une des asymptotes sont proportionnels.

TûiUes les paraboles sont semblables, car pour construire la courbe

il suffira de se donner le paramétre 1p.

Il en est de même pour le cercle, et en général pour toutes les ligures

dont la détermination n'exige que la connaissance d'une longueur.

§ XIV. Cordes idéales des coniques.

136. I.emme. — Une ellips?, et une hyperbole qui ont deux diamètres

conjugués communs W et BB' ifig. 4-5) se transforment réciproquement

Fune en l'autre.

On prendra les diamètres pour axes, et la tangente commune en A ou

A' pour parallèle.

Une corde >!N de rcliipse se transforme en une corde parallèle M'N' de

l'hyperbole, et >, désignant le rapport des carrés des demi -diamètres con-

jugués, on a, par le théorème de Newton,

P.M' = XPA X PA' = X(OA- — 0P-)

P'M" =. XP'A X P'A' = X (OP- — O.V-).

Pour une abscisse OP', plus crrandc que OA. P^P devient négatif, et on

dit que la corde de l'ellipse est imaginaire; mais ce carré serait égal,

abstraction faite du signe, à celui P'M'- de la demi-corde de l'hyperbole

qui correspondrait à celte abscisse OP'.

Pour une abscisse OP plus petite que OA, P'M'^ devient négatif, et on dit

que la corde de l'hyperbole est imaginaire-, mais ce carré serait égal, ab-

straction faite du signe, à celui PM- de la demi-corde de l'ellipse qui corres-

pondrait à cette abscisse OP.

C'est ce qui conduisit Poncelet à prendre les cordes réelles de chacune

des deux courbes pour représenter les cordes imaginaires de l'autre.

Comme la corde imaginaire conserve sa direction et a pour milieu le

point réel où celte direction coupe le diamètre conjugué, Poncelet substitua

la dénomination de cordes idéales à celle de cordes imaginaires, et appela

les deux courbes coniques supplémentaires.

Une corde réelle MN de l'ellipse, par exemple, est la polaire d'un point
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extérieur P , et F\M- =^ ÀPA x PA'. [Jne corde idéale M'N' de l'ellipse est

la polaire d'un poini intérieur P, et P'M'^ == XP'A x P'A'. Ainsi, la corde

se construit de la même manière, qu'elle soit réelle ou idéale. Pour l'ob-

tenir, il suffit de connaître sa direction et son milieu P ou P' sur le dia-

mètre conjugué. La transformation indique des constructions plus simples.

Les tangentes par le milieu P' de la corde idéale forment, avec les tangentes

en A et A', un trapèze CDGH dont les diagonales passent par les extrémités

M',N' de la corde idéale. On obtient aussi les points IM',N' en joignant MA et

M'\' P'A
NA, ou MA et NA'. EnQn, par les triangles semblables, Vît? = frr •^ " MN PA

137. Une conique a une infinité de coniques supplémentaires.

Car la conique supplémentaire est le lien des extrémités de toutes les

cordes idéales parallèles à une même direction.

Les coniques supplémentaires d'une ellipse sont des hyperboles , et

réciproquement.

Les coniques supplémentaires d'un cercle sont des hyperboles équi-

latères, et réciproquement.

La demi- corde idéale d'un cercle est égale à la longueur de la tan-

gente au cercle par le milieu de cette corde. Car alors >, = 1 , et

P'M'- = P'A X P'A' est le carré de la tangente au cercle par le point exté-

rieur P'..

11 en résulte une construction par points de l'hyperbole èquilatère au

moyen du cercle qui aurait pour diamètre l'axe transverse.

Dans le cas de la parabole, P'A := PA, et M'N' = MN. Donc:

Les coniques supplémentaires d'une parabole sont des paraboles égales

tournées en sens contraire par rapport à la tangente parallèle à la di-

rection des cordes idéales.

138. La demi-corde, réelle ou idéale , d'une conique est moyenne

proportionnelle entre les segments que déterminent sur sa direction , à

partir du diamètre conjugué, un point de cette direction et la polaire

de ce point.

Soit AB la direction do la corde (fig. 53), et son intersection avec le

diamètre conjugué. La polaire CD d'un point quelconque de AB passera
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par le pôle P de la corde AB, et coupera cette corde en R. PO, PR étant

deux droites conjuguées, OQ x OR sera constant.

Les points Q et R sont d'un même côté du point si la corde est

réelle, et de différents côtés si elle est idéale. Dans l'un et l'autre cas,

Q et R sont des points homologues de deux divisions en involulion, dont

est le centre, et les points doubles réels ou imaginaires sont les inter-

sections de la conique avec la droite : donc OQ x OR est égal au carré

de la demi-corde réelle ou idéale, c. q. f. d.

N.B. Poncelel considère l'axe radical de deux cercles comme une corde ou

sécante commune qui est idéale lorsque les deux cercles n'ont pas de point

commun.

La longueur de cette corde idéale est , comme on vient de le voir, le

double de la tangente à l'un des cercles par le point où l'axe radical coupe

la ligne des centres.

439. Deux cercles quelconques ont pour sécante idéale commune la

droite à l'infini.

Car les coniques supplémentaires dont les cordes seraient perpendi-

culaires à la ligne des centres, sont des hyperboles équilatères ayant les

asymptotes parallèles.

Ces hyperboles se coupent en deux points réels sur la droite à l'infini,

et cette sécante commune réelle des hyperboles supplémentaires est une

sécante commune idéale des deux cercles.

Ainsi : Deux cercles qui n'ont pas de points réels communs ont deux

cordes., ou sécantes, idéales communes, qui sont leur axe radical et la droite

à l'inflni.

En d'autres termes : Deux cercles quelconques ont toujours quatre

points communs, dont deux imaginaires situés à l'intini. Les deux autres

sont tous les deux réels, ou tous les deux imaginaires.

Lorsque les deux coniques supplémentaires se touchent, ou dit aussi

que les cercles se touchent, mais que le contact est idéal.

140. Deux ou plusieurs cercles concentriques ont un double contact

idéal sur la droite à l'infini.

Car les hyperboles supplémentaires qui correspondent à une direction
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quelconque ont les mêmes nsymptoles ou les mêmes tangentes conununes

en deux points situés sur la droite à l'inflni. Donc cette droite est une

corde de double contact idéal pour les cercles.

141. Tous les cercles situés dans un même plan ont, les deux mêmes

points imaginaires communs sur la droite à iinfuii.

Car toutes les hyperboles supplémentaires dont les cordes seraient

perpendiculaires à des rayons parallèles de ces cercles, ayant leurs asym-

ptotes respectivement parallèles, auront la droite à l'infini pour sécante

réelle commune. Donc cette droite sera une sécante idéale commune à

tous les cercles, et coupera chacun d'eux aux deux mêmes points ima-

ginaires, que l'on appelle points circulaires à Vinfmi.

142. Afin de justifier ce que ces idées pourraient avoir d'étrange ou

même de paradoxal, nous reproduirons le texte même de Poncelet pour les

théorèmes analogues relatifs aux coniques. {App. d'analyse et de géom.,

lom. II, pag. 574 et suivantes.)

Lorsqu'une ligne droite située dans le plan de deux coniques passe par

deux points réels appartenant à la fois aux deux courbes, on dit qu'elle est

corde réelle commune à ces deux courbes.

Nous dirons, par analogie , qu'une ligne droite située dans le plan de

deux coniques sera corde idéale commune à ces deux courbes quand elle

sera corde réelle commune aux deux supplémentaires qui lui correspon-

dent.

Appelons M, N, P, quatre points appartenant à l'intersection mutuelle

de deux sections coniques, et joignons ces points deux à deux par des lignes

droites indéfiniment prolongées. On obtiendra six cordes communes à la

lois aux deux courbes, qui seront telles que chacune d'entre elles en ren-

contrera une autre, et seulement une autre, au dehors du périmètre de ces

courbes; il y aura donc trois systèmes semblables de cordes communes qui

formeront un quadrilatère ordinaire MNPQ avec ses deux diagonales.

Quand deux sections coniques seront telles que les supplémentaires se

touchent en deux points réels sur une corde idéale commune aux deux

proposées, la corde de contact de ces points pourra être considérée comme

la réunion de deux cordes réelles communes aux supplémentaires, et par
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conséquent aussi comme la réunion de deux cordes idéales communes aux

proposées. 11 sera donc naturel de dire alors que les secUons coniques don-

nées ont une corde idéale de contact-; qu'elles se touchent on deux points

imaginaires suivant cette même corde; qu'enfin ces deux courbes ont encore

deux autres cordes communes, toutes deux imaginaires, et qui sont les

tangentes aux points de contact en question.

Il sera facile de reconnaître, à priori, si deux des coniques sont entre elles

en contact idéal, ou ont une corde idéale de contact commun. (]ar il suf-

fira de tracer le diamètre qui passe à la fois par leurs centres, puis de décrire

les coniques supplémentaires conjuguées à ce diamètre et aux deux courbes

données, et de s'assurer ensuite, d'ime façon ou d'une autre, qu'elles ont

un double contact lécl.

Deux hyperboles semblables et semblablement placées ont évidemment

leurs asymptotes respectivement parallèles; et concourent par conséquent

en deux points réels à l'inflni, appartenant à la fois aux deux systèmes

d'asymptotes dont il s'agit : donc elles ont une corde réelle commune

située à une distance infinie sur leur plan.

Pareillement, quand deux ellipses sont semblables et semblablement

placées, ou s els.p, il existe une infinité de systèmes d'hyperboles sup-

plémentaires conjuguées à une même direction des diamètres des ellipses

proposées, et pour chacun de ces systèmes en particulier, les hyperboles

supplémentaires sonl évidemment s els.p, et ont une corde commune à l'in-

fini; donc aussi, les ehipses proposées ont une corde idéale commune à

l'infini, c'est-à-dire, en d'autres termes , qu'elles peuvent être regardées

comme ayant deux points imaginaires en commun à l'infini.

Ainsi ; deux hyperboles ou deux ellipses s et s.p ont une corde commune

à l'inflni, qui est réelle pour les hyperboles et idéale pour les ellipses.

Si, au lieu de deux hyperboles ou de deux ellipses, on en considérait un

nombre quelconque qui soient toutes set s.p, on prouverait également

qu'elles ont à l'infini une corde unique qui est à la fois commune à tout

leur système ; mais cette corde serait nécessairement idéale pour le système

des ellipses.

Quand deux hyperboles s ai s.p sont concentriques, elles ont évidemment

mêmes asymptotes ou mêmes tangentes en deux points qui leur sont com-

U
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miins :i l'infini : ainsi , elles se touchent en deux points réels , et par con-

séquent elles ont une corde réelle de contact, mais cette corde est entièrement

à l'inflni. Donc, deux ellipses qui sont concentriques, s els.p, ont également

une corde de contact commune à l'infini, mais qui est idéale ; et comme

la même chose subsiste nécessairement pour un nombre quelconque d'el-

lipses ou d'hyperboles, on peut énoncer ce nouveau principe :

Le système d'un nombre qiielconqtie d'hyperboles ou d'ellipses toutes

concentriques s et s.p a une corde de contact à l'infini commune à toutes

les courbes du système, mais qui est réelle pour le système des hyper-

boles et idéale pour celui des ellipses.

Les propositions réciproques résultent évidemment des principes mêmes

qui viennent d'être posés. Ainsi, par exemple :

Si deux ou plusieurs sections coniques ont une corde commune, réelle

ou idéale , située à l'infini, elles sont nécessairement s et s. p.

143. Il resterait à démontrer que des coniques quelconques ont, pour des

positions indéterminées, des cordes et des sécantes idéales communes,

comme elles ont, pour de semblables positions, des points d'intersection

réels et des cordes réelles également communes.

Il serait surtout important de trouver une construction simple et di-

recte de la corde idéale comimine à deux coniques. [Prop. proj., 57,

58, 59.)

Cette recherche se rattache au principe de continuité , qui résume la

doctrine de Poncelet, mais qui ne saurait être compris ou exposé sans le

secours de l'analyse.

§ XV. Transformation des coniques.

144. Lemme. — Une conique se transforme en toute autre conique.

Le pôle de la droite prise pour axe des y devient le centre, et les droites

conjuguées qui se coupent au pôle deviennent les diamètres conjugués de la

nouvelle courbe.

145. Trouver les axes de la transformée. 1" Si le pôle P de l'axe des y

est intérieur à la conique donnée {fig. 55), la transformée sera une ellipse.
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Soit E In point de concours. Deux droite.-; conjiisnées PQ. PR deviendront

deux diamètres conjugués de l'ellipse, dont l'angle sera égal à Q\Ll\. Ainsi:

On peut transformer une conique en une ellipse ayant deux diamètres

conjugués qui se coupent sous un angle donné.

Le lieu du point E sera le segment de cercle décrit sur OB capable de cet

angle, et, en passant de la transformation à la perspective, le lieu de l'œil

dans l'espace sera la surface de révolution engendrée par ce segment

de cercle tournant autour de QR

.

Supposons le cercle de la fig. 55 remplacé par une conique.

Soit 0' le point où l'axe des y est coupé par le diamètre conjugué de

sa direction, et O'E' l'ordonnée de la demi-circonférence décrite sur QR
comme diamètre. O'E' sera la longueur de la demi-corde idéale de la conique

dirigée suivant l'axe des y, et on aura O'E'-= O'OX O'R. Décrivons une

circonférence passant par E et E', dont le centre soit sur l'axe des y, et

soient Q', R' les points où elle coupe cet axe. On aura

O'O'X O'R' = O'OX OR= 0'E'\

PQ' et PR' seront deux droites conjuguées, et l'angle Q'ER' des transfor-

mées étant droit, ces transformées seront les axes de l'ellipse.

Le lieu de l'œil dans l'espace sera la circonférence décrite par le

point E dans un plan perpendiculaire à l'axe des y.

Si le point E coïncide avec E', tous les diamètres conjugué? de la trans-

formée seront rectangulaires, ce qui est la propriété caractèrisliiine du cercle.

Ponc :

Une conique se transforme en un cercle, si l'on prend pour axe des y

une corde idéale, pour axe des x la perpendiculaire par son milieu, et

pour distance de la parallèle la demi-corde idéale.

Le lieu de l'œil dans l'espace est la circonférence décrite du milieu

de la corde idéale avec un rayon égal à la moitié de cette corde, et

dans un plan qui lui soit perpendiculaire. {Prop. proj., HO.)

En d'autres termes : Toute conique se transforme en un cercle, si l'on

prend pour axe des y une droite quelconque qui ne rencontre pas la

conique, pour axe des x la perpendiculaire au point où la droite est

coupée par le diamètre conjugué, et pour distance de la parallèle la
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moyenne proportionnelle entre les segments, déterminés, de part et d'autre

de rorigine, par un point Q delà droite et la polaire PR de ce point.

2° Si le pôle P de l'axe des y est estérienr, la transformée sera une

hyperbole. Soient A et B les intersections de la conique avec l'axe des y,

et E le point de concours {fig. 5ô). Les tangentes PA,PB deviendront les

asymptotes de l'hyperbole, faciles à construire, car elles ont pour directions

EA et EB, et passent par les points où ces tangentes coupent la parallèle.

Les axes seront les bissectrices de leurs angles.

Ou bien, les bissectrices des angles que font EA et EB coupent l'axe des

y en Q' et en R', conjugués harmoniques sur la corde AB. Donc PQ' elPR'

sont les droites conjuguées qui se transformeront en axes de l'hyperbole, et

celle qui coupe la conique deviendra l'axe transverse.

Si l'on veut que l'angle des a.symplotes soit égal à un angle donné, on

prendra le point E sur un segment de cercle décrit sur AB, et capable de

cet angle.

Le lieu de l'œil dans l'espace sera la surface de révolution engendrée

par ce segment tournant autour de AB.

Si l'on veut que Ihyperbole soit équilatère, on prendra le point E sur la

circonférence décrite sur AB comme diamètre.

Le lieu de l'œil sera la surface de la sphère ayant AB pour diamètre.

o» Si le pôle P de l'axe des y est sur la conique, cet axe sera la tangente

en ce point, et on aura pour transformée une parabole. Soit E le point de

concours (fig. 58); EP sera la direction commune des diamètres de la para-

bole, et la perpendiculaire EA celle de la tangente au sommet.

^tenons par le point .K une langi^nte .A.\ à la conique. NP et NA seront

deux droites conjuguées qui se transformeront en axe de la parabole et en

tangente au sommet.

Si l'on veut que .\P et NA se transforinenl un un diaméire cl en une

tangente par son exlrémité qui se coupent sous un angle donné, le lieu du

point E sera le segment de cercle décrit sur .\P, et capable de cet angle.

Le lieu de l'œil dans l'espace sera la surface de révolution engendrée

par ce segment tournant autour de AP.

146. Transformer une conique en un cercle, de manière qu'un point

intérieur P devienne le centre du cercle.
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On proiidn pour ;ixe des y la polaire du point \\ qui sera une droite

extérieure à la conique, et on opérera comme on vient de l'indiquer.

Si le point P est le foyer de la conique, l'axe des y est la polaire focale

ou la diieclrice , et on retrouve le principe de Poncelet.

147. Transformer une conique en une autre, de manièi'e qu'un point

intérieur F devienne le foyer de la nouvelle courbe. Prenons pour axe

das y une droite qui ne soit point la polaire du point F. Les droites con-

juguées se coupant en F donneront des segments en invoUition sur l'axe

des y, et, les points doubles étant imaginaires, toutes les circonférences

décrites sur ces segments, comme diamètres, auront une même corde

commune perpendiculaire sur l'axe des y, et dont le milieu sera sur cet

axe. Une des extrémités de celle corde étant le point de concours,

les droites conjuguées qui se coupent en F se transformeront en droites

conjuguées se coupant en F', et qui seront toutes rectangulaires ; donc F'

sera un foyer de la nouvelle courbe, ellipse, hyperbole ou parabole, sui-

vant que l'axe des y sera extérieur à la conique donnée, sécant ou tangent.

N. B. Si l'axe des y était la polaire du point F, le point F' deviendrait

à la fois le foyer et le centre de la nouvelle courbe, qui serait un cercle.

148. Transformer une conique en une autre , de manière qu'un point

intérieur F devienne le foyer, et un autre point P le centre de la

nouvelle courbe.

On prendra pour axe des y la polaire du point P, et on trouvera le point

de concours par la condition que F devienne le foyer.

149. Transformer une conique en une autre, de manière que deux points

intérieurs F, F' deviennent les foyers de la nom elle courbe.

La droite FF' coupera la conique en A, A'. Il existe deux points qui

divisent barmoniquement cbacun des segments FF' et AA', dont l'un P est

intérieur. On prendra la polaire de P pour axe des y, el on déterminera le

point de concours par la condition que F devienne un foyer. P deviendra

à la fois le centre de la nouvelle courbe et. le milieu des transformées de F et

do F'. Comme F devient un foyer, F' deviendra l'autre foyer.

150. Transformer une conique en une parabole, de manière qu'un point
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intérieur F devienne le foyer, el un point A de la courbe le sommet de

la parabole.

FA coupera laconique en un second poinl A', et on prendra pour axe

des y la tangente en A'. (Chasles; Coniques, pag. 116.)

151. Des coniques qui ont une corde commune se transforment en

tout autant de coniques s e/ s.p.

Prenons la corde commune pour axe des y, et soit E le point de concours.

1" Si la corde est réelle, les transformées seront des hyperboles ayant

leurs asymptotes parallèles ;

2° Si la corde est idéale, les transformées seront des ellipses ayant leurs

asymptotes Imaginaires parallèles;

3" Si la corde est nulle , les transformées seront des paraboles ayant

leurs axes parallèles.

Par conséquent, dans tous les cas, les transformées seront des coniques

s et s.p.

152. Des coniques qui ont une corde idéale commune se transforment

en tout autant de cercles.

On prendra pour axe des y la corde idénle , pour axe des x la perpen-

diculaire en son milieu, et pour distance de la parallèle la moitié de la

corde idéale.

153. Des coniques qui ont un double contact se transforment en tout

autant de coniques s et s.p ayant même centre.

On prendra la corde do contact pour axe des y, ce qui donnera des coni-

ques s cl s.p. Comme la corde de contact a évidemment le même pôle par

rajiport à chacune des coniques , ce pôle deviendra le centre comnmn {\c$

transformées.

154. Des coniques qui ont un double contact idéal se transforment en

tout autant de cercles concentriques.

On prendra pour axe des y la corde idéale de contact, pour axe des x la

perpendiculaire en .son milieu, et pour distance de la parallèle la moitié de

la corde idéale. Le pôle commun de l'axe des y deviendra le centre commun

des cercles résultant de la transformation.
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155. Des coniques circonscrites à un même quadrilatère se transfor-

ment en tout autant de coniques concentriques dont les axes ont les mêmes

directions.

On prendra pour axe des // la Iroisième diagonale du quadrilatère. Le

point où se coupent les deux autres étant le pôle de l'axe des y par rapport

à chacune des coniques, deviendra le centre commun des transformées qui

seront circonscrites à un même parallélogramme. Donc les axes seront di-

rigés suivant les parallèles également distantes des côtés du parallélogramme.

En déterminant le point de concours de manière que l'une des coniques

deviennne un cercle :

Des coniques circonscrites à un même quadrilatère se transforment en

un cercle et en coniques qui ont pour centre commun celui de ce cercle.

156. Deux coniques s et s.p ou homothétiques jouissent de toutes les

propriétés de deux cercles. En effet :

Une conique se reproduit en prenant pour point de concours un point

qui ne soit pas sur la courbe, et pour parallèle la polaire de ce point.

Il en résulte ce lemme :

Une conique se transforme en une conique homothétique, si l'on prend

pour point de concours un point qui ne soit pas sur la courbe , et pour

parallèle une parallèle à la polaire de ce point.

El cette conséquence :

Deux coniques homothétiques se transforment lune en l'autre en pre-

nant pour point de concours celui de leurs tangentes extérieures ou in-

térieures communes, et pour parallèle la parallèle à égale distance des

cordes de contact de ce point.

11 sera donc facile de refaire le § Xil pour le cas de deux coniques homo-

thétiques. (Voir le Mémoire de M. Cliasles, Ann. de Gergonne, tom. XVIli.)

M. Chasles appelle axe de symptose la droite analogue à l'axe radical,

et qui est aussi la parallèle également distante des polaires de similitude

directe et des polaires de similitude inverse des deux coniques homothé-

tiques. Lorsque ces coniques n'ont aucun point réel, cet axe est une corde

idéale commune.
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§ XVI. Théorie des polaires réciproques.

157. Lemme. — Tout point d'tm plan a une polaire et toute droite de

ce plan a un pôle, par rapport à un cercle ou à une conique.

Une figure quelconque pourra donc se transformer au moyen du cercle,

ou de la conique, en une nouvelle flgure dont les points correspondront à

des droites, et dont les droites correspondront à des points àe la première.

Nous allons étudier ce nouveau mode de transformation, que l'on doit

aussi à Poucelet.

Soit un polygone dont les côtés A, B, C. D,. . . ont pour pôles respectifs

a,b, c,d...; ces pôles seront les sommets d'un nouveau polygone dont

I(\s côtés auront réciproquement pour pôles les sommets du premier. En

elîet, le côté ab, par exemple, du second polygone, passant par les pôles des

côtés A,B du premier, aura pour pôle l'intersection de ces côtés.

Ainsi, on peut obtenir chacun de ces polygones au moyen de l'autre, soit

en prenant les pôles des côtés, soit en prenant les polaires des sommets,

par rapport au cercle ou à la conique qui sert à opérer la transformation

et qu'on appelle la directrice.

Le lieu des pôles des tangentes en chacun des points d'une courbe C

sera une nouvelle courbe C, à laquelle seront tangentes les polaires des

divers points de la première.

Car m, n étant les points de contact de deux tangentes consécutives de C,

et »i',n' les pôles de ces tangentes, la corde m'?i' sera la polaire du point

d'intersection des tangentes en m et en n, et lorsque ces points se réuni-

ront en uii seul, la corde m'«' deviendra tangente à la courbe C, que l'on

pourra aussi considérer comme l'enveloppe des polaires des divers points

de C.

On verrait de même que C peut être considérée, soit comme le lieu des

po!es des tangentes de ('.', soit comme l'enveloppe des polaires des divers

points de C.

Les points d'intersection de l'une des courbes par une droite donnent

tout autant de tangentes de l'autre, qui se coupent au pôle de la droite. F.e

nombre de ces tangentes, issues d'un même point, indique ce qu'on appelle
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la classe de la cniirhe, et on sait que le nombre fies intersections de la

courbe avec une droite indique le dfgré. Par conséquent :

Le degré de l'une des courbes est égal à la classe de Vautre.

Les coniques sont à la fois dos courbes du second de?ré et de la seconde

classe, puisqu'il existe deux tangentes par le mènie point; mais pour les

courbes de degré supérieur, la classe de la courbe peut dilTérer de son degré.

Par exemple, les courbes du troisième degré peuvent être de la sixième

classe, car il peut exister six tangentes par un même point. ^lais parmi ces

courbes, il en est qui sont d'une classe inférieure, et d'autres qui sont de

la troisième classe.

158. Deux figures telles que les points de l'une ont pour polaires les droites

de l'autre, el réciproquement, sont dites polaires réciproques . Donc:

La polaire réciproque d'une conique est une autre conique.

159. On prend le plus ordinairement un cercle pour directrice, et il suffit de

se donner son centre et son rayon pour trouver la polaire réciproque d'une

flgure quelconque. Car le pôle d'une droite est siu' la perpendiculaire abaissée

do centre sur la droite, et le produit des distances du pôle et de la polaire

au centre est égal au carré du rayon.

N.B. Si le rayon du cercle varie, la position seule de la polaire réci-

proque est altérée.

160. La polaire réciproque d'un cercle concentrique axi cercle directeur

est un autre cercle concentrique. Soit CA un rayon du cercle directeur cou-

pant en B un cercle concentrique (ftg. 45). La tangente en B aura pour

pôle un point B' de C.\, tel que CB x CB'= C.V. CB' étant constant, le

lieu du point B' est une circonférence concentrique.

161. La polaire réciproque d'un cercle quelconque est une conique.

Ellipse.S'\ le centre du cercle directeur est intérieur au cercle domié.

car aucune des tangentes au cercle donné n'aura son pôle à l'inllni.

Hyperbole : S'\ le centre est extérieur, car les tangentes menées par

ce point au cercle donné auront leurs pôles à l'infini.

Parabole : Si le centre est sur la circonférence du cercle donné , car

la tangente en ce point, au cercle donné, aura son pôle à l'infini.

15
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N. B. 11 en sérail tle même si l'on prenait, pour directrice une conique.

462. Supposons une figure quelconque el sa polaire réciproque, que l'on

pourra toujours construire au besoin.

Les points de l'une des figures correspondront à des droites de l'autre,

et réciproquement.

A un polygone, correspondra un polygone polaire réciproque d'un même

nombre de côtés.

A une courbe d'un degré quelconque, correspondra une courbe de la

même classe, el réciproquement.

A un polygone inscrit ou circonscrit à une courbe, correspondra un

polygone circonscrit ou inscrit à la polaire réciproque do la courbe.

Au lieu géométrique d'un point, correspondra la courbe enveloppe d'une

droite, polaire du point, et réciproquement.

A des points en ligne droite de l'une des figures, correspondront tout

autant de droites se coupant au même point dans la nouvelle figure , el

réciproquement.

A des points en ligne droite sur une courbe, correspondront tout

autant de tangentes issues d'un même point à la nouvelle courbe, et réci-

proquement.

A un point commun à deux courbes, correspondra une tangente com-

mune aux polaires réciproques de ces courbes.

Donc : Si deux courbes se touchent en un ou plusieurs points , les

polaires réciproques se toucheront en tout autant de points , car un point

de contact devient une tangente commune, et la tangente en ce point de-

vient le point de contact de la nouvelle tangente, etc., etc.

Par conséquent : A toute propriété descriptive de l'une des figures,

correspondra une propriété descriptive de l'autre figure.

On trouvera facilement le nouvel énonce d'après ce qui précède. Il suffira

de changer les mots points et droites en droites el points ; degré et classe

en classe et degré; inscrit et circonscrit en circonscrit et inscrit, etc.

C'est en cela que consiste le principe de la dualité, que les propriétés réci-

proques du pôle et de la polaire dans le cercle avaient conduit Oergonne

à émettre, mais qui n'a élé pleinement justifié que par la théorie des polaires

réciproques de Poncelet.
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Si Von modifie l'une des figures, et qu'il en résulte de nouvelles propriétés

descriptives ; si l'on suppose, par exemple, que l'un des points co'incide avec

un ou plusieurs autres, qu'il passe à l'infini, qu'il décrive une droite ou une

courbe, etc., il en résultera de nouvelles propriétés corrélatives \)onv Ymii-a

figure, ce qui permettra, suivant la piquante expression de Gergonnc, de

faire de la géométrie en 'partie double.

Pour bien compicndrc toute l'importance du principe de la dualité, sup-

posons le théorème de Pascal découvert de nos jours. On en conclurait

immédiatement le théorème corrélatif de Brianchon, et c'est précisément par

les propriétés réciproques des pôles et polaires que Brianchon le découvrit

prés de deux siècles après la mort de Pascal. En efl'et, la polaire réciproque

d'un hexagone inscrit à une conique est un hexagone circonscrit à une co-

nique, et les côtés opposés du premier deviennent les diagonales qui joignent

les sommets opposés du second.

En supposant les deux théorèmes inconnus, la découverte de l'un révé-

lerait immédiatement l'existence de l'autre.

Le théorème de Pascal , ayant lieu quelle que soit la longueur des côtés

de l'hexagone inscrit, subsiste si un ou plusieurs des côlés deviennent nuls,

ou de sécants deviennent tangents , ce qui donne des théorèmes sur le

pentagone, le quadrilatère et le triangle inscrits à une conique, qui ont

pour corrélatifs des théorôuies sur le pentagone, le quadrilatère et le triangle

circonscrits.

De même, le théorème de Brianchon reproduit celui de Pascal ; et comme

il a lieu quels que soient les angles de l'hexagone circonscrit, il subsiste

en supposant un ou plusieurs des angles égaux à deux droits, ou en rem-

plaçant deux côtés consécutifs par une tangente; ce qui reproduit les théo-

rèmes sur le ppntagone, le quadrilatère et le triangle circonscrits, et par

suite les lliéorèmes sur le pentagone, le quadrilatère et le triangle inscrits.

Voici le tableau de ces théorèmes corrélatifs.

Dans tout hexagone inscrit à une Dans tout hexagone circonscrit

conique, les côlés opposés se cou- à une conique, les diagonales qui

pent en trois points situés sur la joignent les sommets opposés se

même droite. coupent au même point.

Si un côté de l'hexagone inscrit est remplacé par une tangente, on a un
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peDlagone inscrit ayant pour sommet le point de contact de la tangente, et

il en résulte ce double théorème, que l'on retrouverait en supposant que

l'un des angles de l'hexagone circonscrit fût égal à deux droits :

Dans tout pentagone inscrit à Dans tout pentagone circonscrit

une conique, le point de concours

de la tangente par un sommet et du

côté opposé et les points de con-

cours des autres côtés non consé-

cutifs , sont trois points en ligne

droite.

à une conique, la droite qui joint

un sommet au point de contact du

côté opposé et les diagonales qui

joignent les autres sommets non

consécutifs, se coupent au même

point.

Si un second côté de l'hexagone devient tangent, on a un quadrilatère

inscrit et des tangentes par deux des sommets qui peuvent être adjacents

ou opposés. Donc:

Dans tout quadrilatère inscrit à

une conique, si l'on mène des tan-

gentes par deux sommets adjacents,

le point de concours de chacun avec

le côté passant par le point de con-

tact de Vautre et le point de con-

cours des deux autres côtés, sont

trois points en ligne droite.

Dans tout quadrilatère inscrit

à une conique, les points de con-

cours des tangentes par les sommets

opposés et les points de concours

des côtés opposés sont quatre points

en ligne droite.

Enfin, si un troisième cùté de l'hexagone devient tangent, on a un

triangle inscrit et trois tangentes par les sommets. Donc:

Dans tout triangle inscrit à une Dans tout trianqle circonscrit à

conique , les points de concours de une conique, les droites qui joignent

chaque côté avec la tangente menée le point de contact de chaque côté

Dans tout quadrilatère circon-

scrit à une conique , si l'on prend

les points de contact de deux côtés

adjacents, et que l'on joigne le point

de contact de chaque côté avec le

sommet de l'autre côté et les deux

autres sommets opposés , on aura

trois droites se coupant au même

point.

Dnis tout quadrilatère circon-

scrit à une conique, les deux dia-

gonales et les droites qui joignent

les points de contact des côtés op-

posés sont quatre droites qui se cou-

pent en un même point.
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par le sommet opposé sont trois avec le sommet opposé se coupent

points en ligne droite. au même point.

163. La transformai ion (.les propriélés niélriquos s'efîecUic en vertu de

ces principes.

1° L'angle de deux droites est égal à celui des rayons du cercle direc-

teur qui passent par les pôles de ces droites.

Car ces rayons sont respectivement perpendiculaires à ces droites.

2° Le rapport des distances de deux points au centre du cercle di-

recteur est égal à celui des distances de chacun de ces points à la polaire

de l'mitre.

Soit le centre du cercle directeur, R son rayon, A et B deux points, et

PA', QB' leurs polaires respectivement perpendiculaires à OA et à OB

i/ig. 46). OA X OA' = R» = OB X OB', d'où ^ = §|' • Abaissons

du point A la perpendiculaire AC sur OB, et du point B la perpendiculaire

BD surOA. Les triangles OAC, OBI) étant semblables, QfQ= (Jq
• l*o"C

OC _ ob;^ _ OB' — OG _ cb; _ am . -, , oa _ am
CD ~ O.V ~ OA'— OD ~~ DA' ~ BN ' ^ ^'^' ^ OB ~ BN '

c.q.f.d. Ce lliéorème est dû au géomètre anglais Salmon.

5° La polaire réciproque d'un cercle quelconque est une conique qui

a pour foijer le centre du cercle directeur^ et pour directrice la polaire

du centre du cercle donné par rapport au cercle directeur.

Soit O le centre du cercle directeur, et PQ la polaire du centre C d'un

autre cercle (fig. 47). Une tangente MT à cet autre cercle a pour pôle un

point m situé sur la perpendiculaire OT à la tangente MT, et tel que

0?» X Oï =^ R^ Les deux points C et m ayant pour polaires par rapport

au cercle directeur les droites PQ et MT, on a par le Ibéorème précédent

.^ = .J^ , ou — = !^, • I-e second membre étant constant, le lieu
OLi CM ' nui CM
du point m, polaire réciproque du cercle C, est une conique qui a pour

foyer 0, et pour directrice PQ. c.q. f. d.

Cor.— Des cercles se transforment en coniques de même foyer.
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Des cercles concentriques se transforment en co7îiqnes qui ont le même

foyer et la même directrice.

Deux rayons quelconques d'un cercle ayant leurs pôles sur les perpen-

diculaires par le foyer de la conique qui résulte de la transformation du

cercle, nous retrouvons le principe de Poncelet :

Toutes les propriétés des angles au centre dans le cercle, s'étendent

aux angles qui ont leur sommet ati foyer d'une conique.

i" La distance d'un point au centre du cercle directeur, en supposant

son rayon égal à l'unité, devient l'inverse de la distance de sa polaire à

ce centre.

Car A étant le point, et A' celui où sa polaire coupe le rayon dirigé sui-

vant OA, OA X OA' = r = 1, d'où OA = qX"
5» Les segments d'une droite quelconque se transforment en vertu de ce

théorème dû à M. Mannheim, professeur à l'École Polytechnique:

[Transformation des propriétés métriques des figures à l'aide de la

théorie des polaires réciproques, 1837.)

Soit ab un segment d'une droite M dont le pôle est ra, et A.B les

polaires de a,b q\d se couperont en m [fig. 48). Menons par le centre

du cercle directeur une droite quelconque D coupant les polaires en,

c, d ; on aura

^^ ~ \6^l ~ Oc) ^ siu(/Om
•

En elfet, projetons le segment ab sur la droite D en c'd'-, ce qui donne

c'd' =z ab cos (M,D). Cos (M,D) = sin (M,rtc') == sin dOm, car Om et Od
c'd'

sont respectivement perpendiculaires à M et a ac'. Donc ab = -:

—

j^r- ;

mais la droite bd' passant par b a son pôle sur B. Comme D est perpendi-

culaire sur bd', ce pôle est le point d, et 0^/' x 0</ = 1 . De même la droite

«c'a pour pôle c, et Oc x Oc'=: 1. Doncc'rf'= 0(/'— Oc'= ^ — ^ ;

et par suite ab == ( -r-, — ^-) x -—
jt^— • (ï)

' \0d Oc/ sin dOni '

N. B. On donne le même signe aux segments de même direction et des

signes contraires aux segments de direction contraire. Dans l'expression
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de ab, on commence par l'inverse liii seg'nent Od tcnninéà la polaire B de

l'autre extrémité de ab. Par conséquent on aurait

\0c OdJ sin dOm '

Soit pf une parallèle à D coupant A et B en e et f,

Od Om Oc ,, . 1 P>n ^ ^ \ ,1 rnn ^ 1

pf pin pe (Jd Om pj Oc Om pe

Par suite, ab = '^ (~— ~) x —^ . (II)Om \pf pe

/

am fpn ^ '

Si la transversale f/" est perpendiculaire sur Ow, sin \imi = 1, et

Si la transversale est parallèle à A, le point e passe à l'inûni, et

ai = ^^ X 1 X 1_
. (IV)Om pf sin fpm ^ '

Si la transversale passe par le centre du cercle directeur, 0?» ^ fun,

et les formules se simpliDent.

On trouve dans le curieux Mémoire de M. Mnnnheim dix-huit expressions

du segment ab qui ne sont que des formes dilTérentes de la formule (11;, la

plus importante, et l'on y voit comment la théorie des polaires réciproques

conduit à celle des divisions homographiques.

De la formule (I) résulte ce théorème :

Èlant donné un angle (A,B) et un point dans son plan, si par ce

point on mène une transversale D coupant les côtés de langle en c et à,

on aura

(m — rr) X -—
7rr- = comi.

\ Od Oc; sin dOm

Il est facile de le démontrer à priori. Car dans le triangle cdm , on

cd sin Bmc ^. i ,
•

i r> » "*<' sin dOm y, ^ ,

a —; = -. TT • I^ans le triangle mOd , rn = -—t-.—r, • Dans le
md sm mOc ° Ou sin OmB

triangle cmO, ^ = ^-^—77—. Mnilinlinrit et réduisant° Oc sin Omr '
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cd I

Od.Oc sin dOm

qui est la formule à démontrer, à cause de cd =z Oc— Od.

(H) donne cet antre théorème, tout aussi facile à démontrer à priori.

Tirais droites A, B. S se coupant mi même point m, si l'on mène une

transversale coupant ces droites en e, f, p , on aura

mp ( —

^

) X -.—-— = const.

6° Transformer la dislance d'un point m à une droite A . Soit /> le pied de

la perpendiculaire B abaissée de m sur A {fig. 49). 11 s'agit de transformer

le segment mp. M étant la polaire de m, celle de p passera par le pôle a

de A , et par le pôle b de la perpendiculaire B. Or ce pôle se trouvera sur

Ob perpendiculaire à 0« et sur M. Donc ba est la polaire P de /) , et on

aura pm = 7- — , . Par conséquent, il est inutile de chercher P, et il

suffit de joindre le centre du cercle directeur au pôle a de la droite A.

Cette li,ïne coupera la polaire M de m en c , et il en résultera pm.

7° Quatre points situés sur une droite se transforment en un faisceau

de quatre droites qui ont même rapport anharmonique.

Car le faisceau a pour origine le pôle de la droite, et ses rayons sont

respectivement perpendiculaires à ceux du cercle directeur qui passent par

les quatre points de la droite.

Réciproquement : Un faisceau de quatre droites se transforme en quatre

points situés sur la polaire de Vorigine du faisceau , et qui ont même

rapport anharmonique.

Donc : Deux divisions homographiques se transforment en deux fais-

ceaux homographiques, et réciproquement.

Deux divisions en involution se transforment en deux faisceaux en

invobition, et réciproquement.

La transformation des théorèmes est en outre facilitée par ces remarques.

étant le centre du cercle directeur, et S, S' doux courbes polaires réci-

proques, deux points a,b de S ont pour polaires deux tangentes A', B' de

S', qui sont respectivement perpendiculaires à Oa, Ob. Les points de contact

«', b' de ces tangentes ont réciproquement pour polaires A, B, tangentes
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à S en a,b. La corde C des tangentes A, B a pour pôle le point de concours

c' des tangentes A', B', et réciproquement l;i corde C des tangentes A',B'

a pour pôle le point de concours c des tangentes A, B.

Si S est une conique, la polaire réciproque S' est une autre conique, et

on a ce théorème :

Un point et sa polaire, par rapport à une conique, se transforment en

une droite et en pôle de celte droite, par rapport à la nouvelle conique.

164. Transformons les théorèmes les plus élémentaires du cercle.

La tangente au cercle est perpendiculaire au rayon mené an point de

contact.

Le pôle de la tangente au cercle est un point d'une conique qui a pour

foyer le centre du cercle directeur, et pour directrice la polaire du centre

du cercle donné. Le pôle du rayon perpendiculaire est l'intersection de la

polaire du centre (directrice) avec la polaire du point de contact (tangente à

la conique). Les deux pôles sont vus du foyer sous un angle égal à celui

de la tangente avec le rayon perpendiculaire.

Donc : Un point dune conique et le point oii sa tangente coupe la

directrice sont vus du foyer sous un angle droit.

Deux tangentes .\ et B à un La droite menée du foyer au

cercle font des angles égaux avec point de concours de deux tangentes

la corde de contact (Z de ces tan- à une coniqtie est la bissectrice de

génies. l'angle des rayons vecteurs menés

aux deux points de contact.

A et B ont pour pôles les points de contact a,b de deux tangentes à

une conique qui a pour foyer le centre du cercle directeur. C a pour

pôle le point de concours c de ces tangentes. Donc l'angle (A,C) := aOc,

l'angle (B,C) = bQc ; et comme (A,C) = (B,C), l'angle aOc = bOc.

Lorsque le centre du cercle directeur est sur la circonférence du cercle

que l'on transforme, la polaire réciproque est une parabole.

Les cordes d'un cercle vues d'un Le lieu du sommet d'tin angle

point de la circonférence sous le constant circonscrit à une parabole

même angle, enveloppent un cercle est une conique qui a le même foyer

concentrique. et la même directrice.

10
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Les extrémilés d'une corde ont pour polaires deux tangentes à la para-

bole perpendiculaires aux côtés de l'angle sous-tendu par la corde, et cette

corde a pour pôle le point de concours de ces tangentes.

Les projections d'un point Les perpendiculaires élevées par

d'une circonférence sur les côtés les sommets d'un triangle circon-

d'iin triangle inscrit ABC sont trois scrit à une parabole sur les droites

points en ligne droite. qui joignent ces sommets au foyer,

(Proposition connue.) se coupent au même point.

Le pied D de la perpendiculaire abaissée du point sur le côté AB a

pour polaire la ligne des pôles de OD et de AB. Le pôle de AB est le point

de concours c de deux tangentes à la parabole. OD, qui passe par le centre,

a son pôle à l'infliii sur le rayon perpendiculaire. Comme les deux pôles

sont vus du foyer sous un angle droit , la polaire de OD est la perpendi-

culaire élevée par c à la ligne Oc qui joint ce point au foyer.

E étant le point où se coupent les trois perpendiculaires, la circonférence

qui aurait OE pour diamètre passera par les trois sommets du triangle cir-

conscrit à la parabole.

Donc : Les trois sommets d'un triangle circonscrit à une parabole sont

sur une circonférence qui passe par le foyer.

Par conséquent : Le lieu, des foyers de toutes les paraboles tangentes à

trois droites est une circonférence.

Le lieu des points par lesquels Lenveloppe des cordes d'une co-

on peut mener à un cercle des tan- nique qui sous-tendent le même

gantes qui se coupent sous le même angle au foyer est une conique qui

angle, est un cercle concentrique. a même foyer et même directrice.

L'enveloppe des cordes de contact Le lieu des points de concours

de ces tangentes est un autre cercle des tangentes par les extrémités de

concentrique. ces cordes est une autre, conique

qîdamême foyer et même directrice.

Si par un même point on mène Si par les intersections d'utie

des tangentes à des cercles concen- droite avec des coniques de même

triques, les points de contact sont foyer et de même directrice on mène

sur une circonférence passant par des tangentes à ces courbes, ces
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le point et par le centre commun tangentes enveloppent une conique

de ces cercles. de même foger tangente à la droite

et à la directrice commune.

165. L'existence iriiii théorème sera iiRliqiiée [jar celle du tliéorcrne

corrélatif; on aura le choix entre la démonstration de l'un ou de l'autre,

et l'on pourra s'aider en outre de la transformation de la figure.

Soit, par exemple, le théorème de Desargues et son corrélatif:

Les six points où une transver- Les six droites menées d'un

sale coupe les côtés opposés d'un même point aux sommets opposés

quadrilatère inscrit à une conique d'un quadrilatère circonscrit à une

sont en incolntion. conique, et les tangentes par ce

point à lu conique , sont en invo-

lution.

Transformons la figure relative au premier théorème, de manière que la

conique devienne un cercle, et reproduisons ensuite le cercle, de manière

que la nouvelle transversale soit parallèle à un des côtés du nouveau qua-

drilatère inscrit. Il suffira de démontrer le théorème pour ce cas particulier.

Soit le quadrilatère ABCD inscrit à un cercle {fig. 50) et L une trans-

versale parallèle au côté CI), par exemple. Le côté .\li coupe L en 0, et a,
a'

étant les intersections du cercle avec L, on a Oa X 0«' = O.V x OB.

Les deux autres côtés opposés coupent L en b,h' , et les triangles semblables

OA*,OB^'' donnent OéxOA' =OAxOB. noncOœ X0a'= 0bx0b',

ce qui prouve l'involulion des trois couples de points a, a'; b,b' ;
0,co

;

par suite, celle des trois couples de points où le cercle et les côtés opposés

d'un quadrilatère inscrit sont coupés par une transversale quelconque, et

par suite l'involution pour le cas on le cercle est remplacé par une conique

quelconque.

N. B. Au quadrilatère ABCD, on peut substituer tout autre quadrilatère

ACBD, par exemple, car Ort X 0«' = OA X OB , et les triangles sem-

blables OAc', OBc donnent Oc X Oc' = OA X OB ; donc

Oa X Oa' = Oc X Oc' = Oô X 0*'.

Ainsi : Dans le théorème de Desargues, on [leut remplacer deux côtés
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opposés du quadrilatère par deux diagonales , et par conséquent , dans le

corrélatif, on peut remplacer les droites menées ^ deux sommets par celles

qui seraient menées aux points de concours de deux côtés opposés.

De ces deux propositions résultent ces conséquences :

Théorème de Sturm. Les inler-

sections d'une transversale avec des

coniques circonscrites à un même

quadrilatère sont des couples de

points en involulion.

Si on déforme un quadrilatère

inscrit à une conique en faisant

tourner trois de ses côtés autour

de trois points situés sur la même

droite, le quatrième côté tournera

autour d'un point de la même droite.

Les tangentes par un même point

à des coniques inscrites à un même

quadrilatère sont des couples de

rayons en involution.

Si on déforme un quadrilatère

circonscrit à une conique en fai-

sant glisser trois des sommets sur

trois droites se coupant au même

point, le quatrième sommet glissera

sur une droite passant par le même

point.

En supposant nul un des eûtes du quadrilatère inscrit:

Une transversale coupe une co- Les tangentes par un point à une

nique, deux côtés d'un triangle ins-

crit, le troisième côté du triangle

et la tangente par le sommet op-

posé, en six points en involution.

Inscrire à une conique un tri-

angle dont les trois côtés passent

par trois points donnés sur une

droite.

On inscrira un quadrilatère dont

liois sommets passent par les points

donnés, et si du point où le qua-

trième côté coupe la droite on mène

des tangentes à la conique, les points

de contact de ces tangentes seront les

conique, les droites menées de ce

point à deux sommets d'un triangle

circonscrit, au troisième sommet et

au point de contact du côté opposé,

sont en involution.

Circonscrire à une conique un

triangle dont les trois sommets

soient situés sur trois droites qui

se coupent au, même point.

On circonscrira un quadrilatère

dont trois sommets soient sur les

droites données , et si l'on joint le

quatrième sommet au point où se

coupent les droites , on aura une

droite qui donnera sur la conique les



sommets de deux triançrles inscTils

qui satisferont ;i I,i question.

Construire une conique :

1° Passant par cinq points.

Quatre de ces points sont les som-

mets d'nn quadrilatère inscrit ahcil

.

Menons une transversale par le cin-

quième point e. Elle coupera les côtés

opposés du quadrilatère en deux

couples de points qui déterminent

une involution. Le conjugué du point

e sera un nouveau point de la co-

nique.

Construire la tangente en chacun
* de ces points.

Soit à construire la tangente au

point a, par exemple. Le triangle in-

scrit abc peut être considéré comme

un quadrilatère dont la tangente en

rt^ représenterait le côté devenu nul.

La transversale de passant par les

deux autres points coupe les côtés

opposés ab, ac en deux points qui

déterminent une involnlion avec dcl

e. Le conjugué du point où la trans-

versale coupe le côté bc, sera un se-

cond point de la tangente en a.

5" Passant par quatre points et

touchant une droite.

Les quatre points sont les sommets

d'un quadrilatère inscrit. La droite

J21 —
points de contact des côtés de deux

triangles circonscrits qui satisferont

à la question.

2" Tauf/ente à cinq droites.

Quatre des tangentes sont les côtés

d'un quadrilatère circonscrit ABCD.

Prenons un point m sur la cinquième

tangente. Les deux couples de droites

m\, mC; mA,mP, menées aux som-

mets opposés du quadrilatère, déter-

minent une involution. Le rayon con-

jugué de la cinquième tangente sera

une nouvelle tangente de la conique.

Trouver le point de contact de

chacune des tangentes.

Soit à trouver le point dt; contact

de la tangente AB. Le trianfjle cir-

conscrit .\RC peut être considéré

comme un quailrilaière dont le côté

Ali représenterait deux tangentes qui

coincidcnt. tn étant le point où se

coupent les deux autres tangentes, les

rayons ni\, niB menés à deux som-

mets opposés déterminent une invo-

lution avec ces tangentes. Le rayon

conjugué de mC coupe la tangente

\]\ au point de contact.

4" Touchant quatre droites et

passant par un point.

L(!s quatre tangentes sont les côtés

d'ini quadrilatère circonscrit. Le point
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coupe les côtés opposés en deux cou-

ples de points qui déterminent une

involution dont le point de contact

de la droite avec la conique serait un

point double. Comme il existe deux

points doubles, le problème a deux

solutions, et se ramène au premier

cas.

5° Passant par trois points a, b, c,

et touchant deux droites T, T'.

Le problème consiste à trouver

les points de contact d, e des deux

droites, ce qui ramènera ce cas au

premier.

Les deux tangentes T, T' peuvent

être considérées comme les côtés de-

venus nuls d'un quadrilatère inscrit

dont les autres côtés coïncideraient

avec la corde de contact inconnue de.

La transversale ab passant par

deux des trois points , coupe T, T'

en deux points qui déterminent avec

a et b une involution dont l'intersec-

tion de la transversale avec la corde

de contact serait un point double.

De même on aura une involution sur

la transversale bc, et chaque involu-

tion ayant deux points doubles, il en

résulte quatre droites dont chacune

donnera une solution, car elle dé-

termine les points de contact d cl e

deT,T'.

N. B. La troisième transversale

joint aux sommets opposés donne

deux couples de droites qui déter-

minent une involution dont la tan-

gente par le point â la conique serait

un rayon double. Comme il existe

deux rayons doubles, le problème a

deux solutions, et se ramène au se-

cond cas.

6" Touchant trois droites 1,1',!",

et passant par deux points a, b.

Le problème consiste à trouver

les tangentes par les deux points a,

b, ou leur intersection m, ce qui ra-

mènera ce cas au second.

Les deux points a, h peuvent être

considérés comme les sommets d'un

quadrilatère circonscrit dont les tan-

gentes en a et ^ représenteraient

chacune deux côtés qui coïncident.

Soit ABC le triangle formé par les

trois droites T, T', T". Les tangentes

AB , AG déterminent avec Aa et B^

une involution dont km est nn rayon

double. De même les tangentes BA,

BC déterminent avec Ba et B^ une

involution dont Bw est un rayon dou-

ble, et le point m résulte de l'inter-

section de deux rayons doubles.

Chaque involution ayant deux

rayons doubles, il en résulte quatre

points dont chacun donnera une

solution.

N. B. L'involulion que détermi-
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ac donnerait deux autres points dou-

bles, d'où semblent résulter quatre

solutions nouvelles; mais les points

doubles, étant conjugués harmoni-

ques sur chacun des cotés du triangle

abc, sont situés trois à trois sur les

mêmes quatre droites.

nent les tangentes CA, CB avec C« et

Ci donnerait deux autres rayons dou-

l)Ies, d'où semblent résulter quatre

solutions nouvelles; mais les rayons

doubles, étantconjuguésharmoniques

par rapport aux côtés de chaque

angle du triangle ABC , se coupent

trois à trois aux quatre mêmes points.

Enlin, voici comment M. Chastes a déduit du théorème de Desargues

et du corrélatif ceux de Pascal et de Briancbon.

Soit l'hexagone ABCDEF inscrit à Soit l'hexagone ABCDEF circon-

une conique [fig. 22). scrit à une conique {fig. 51).

La diagonale AD est un côté com- Le point de concours de deux

mun aux deux quadrilatères inscrits

ABCD, ADEF. Les deux côtés AB,

BC du premier rericontrent les côtés

1)E,EF du second en deux points I,K,

et la ligne IK rencontre au môme

point les côtés qui coïncident suivant

AD. Donc les quadrilatères ayant

trois côtés qui se coupent en trois

points situés sur la droite IK, les

deux autres côtés CD, AF se coupe-

ront aussi sur cette droite. Ainsi, les

côtés opposés AB, DE ; BC, EF ; CD,

.\F de l'hexagone inscrit se coupent

en trois points situés sur la même

droite IK, ce qui est le théorème de

côtés opposés AB.DE est un sommet

commun aux deux quadrilatères cir-

conscrits OAFE, OBCD. Les diago-

nales .\D,BEse coupent en I, et, en

joignant ce point au point 0, les deux

quadrilatères ont trois sommets si-

tués sur trois droites qui se coupent

au même point L Donc les deux au-

tres sominets C et F sont sur une

droite qui passe par le point \. Ainsi

les diagonales AD, BE, CF, qui joi-

gnent les sommets opposés de l'hexa-

gone circonscrit, se coupent toutes

les trois en un même point, ce qui

est le théorème de Briancbon.

Pascal.

On trouvera un nouvel exemple du principe de la dualité dans les deux

Ijaragraphes qui suivent, et qui pourraient se réduire à un seul, en plaçant

en regard les propositions corrélatives dont on verra que les démonstrations

sont aussi corrélatives.
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§ XVII. Propriété fondamentale relative aux points d'une conique.

466. Lemme. — Le rapport anharmonique du faisceau que l'on obtient

en joignant quatre points fixes d'une conique à tout autre point de la

courbe, reste constant.

Évident pour le cercle; car lorsque le ciniiuième polnlse déplace sur la

circonférence, les angles du faisceau sont mesurés par les moitiés des

inêmesarcs, ou par les nioiliés des arcs qui complètent In circonférence.

Donc le lemme est vrai pour une conique quelconque.

M. Cliasles appelle ce rapport constant , rapport anhannonique des

quatre points de la conique.

167. Deux droites qui tournent autour de deux points d'une coniqiie,

et qui se coupent sur la courbe, sont des rayons correspondants de deux

faisceaux homographiques.

En effet
,
quatre couples de rayons correspondants auront , d'après le

lemme, même rapport anharmonique.

168. Réciproquement : Le lieu des points d'intersection des rayons

homologues de deux faisceaux homographiques est une conique qui

passe par les centres des deux faisceaux.

Car si la conique déterminée par les deux centres et les points d'inlor-

seclion de trois couples de rayons correspondants ne passait pas par les

intersections des autres couples, enjoignant le centre de l'un des faisceaux

aux intersections des rayons de l'autre avec la conique, on aurait deux fais-

ceaux homographiques de môme centre. Trois rayons de l'un coïncideraient

avec trois rayons correspondants de l'autre, et tous les autres rayons ne

coïncideraient pas, ce qui est impossible.

D'ailleurs, les deux faisceaux donneraient sur une transversale quelconque

deux divisions homographiques dont les points doubles seraient les inter-

sections de la transversale avec le lieu; et comme il n'existe que deux points

doubles, le lieu est une courbe du second degré ou une conique.

Uu bien : Soient [\V' {fig. î)2) les centres de deux faisceaux humogra-
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liliiqiies, et PQ le rnyon du premier qui correspond à la ligne des centres

considérée comme rayon P'P du second. Décrivons un cercle tangent en P

à PQ, et soit tt le point où ce cercle coupe la ligne des centres, a étant

l'intersection de deux rayons homologues, et x le point où le rayon Va coupe

le cercle, joignons r-a. P et - seront les centres des deux faisceaux homo-

graphiques dont les rayons se coupent sur le cercle, la tangente PQ étant

le rayon du premier qui correspond à la ligne des centres ttP considérée

comme rayon du second. Donc - et P' sont les centres de deux faisceaux

homographiques ayant pour rayon commun la ligne des centres ; par con-

séquent, tous les autres rayons correspondants, tels que r.x. Va, se coupent

sur une même droite MX.

Du point a abaissons une perpendiculaire ab sur cette droite, et joignons

bx. Le triangle variable abx, ayant les sommets sur trois droites qui concou-

rent au même point M, aura les côtés qui tourneront autour de trois points

situés en ligne droite; et comme ab est perpendiculaire à I\IN, les deux

points P et 0, autour desquels tourneront les côtés by. et «a, seront sur une

droite perpendiculaire à MX.

Prenons le point P pour un point de concours, le point G pour origine

et la droite MN pour parallèle. Le point « du cercle se transformera en a,

et le lieu du point a sera une conique transformée du cercle que décrit le

point a. Elle passera par les centres P, P' des deux faisceaux, car P reste

invariable, et - se transforme en P'.

La conique aura la tangente en P commune avec le cercle, et la tangente

en P' sera la transformée de la tangente en t. au cercle ; par conséquent

elle correspondra à la ligne des centres considérée comme rayon PP' de

l'autre faisceau.

iV. B. On aura une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que

l'axe des y ou la parallèle par le point à la droite .MN sera extérieure au

cercle, sécante ou tangente.

169. Construire une conique passant far cinq points.— Les droites qui

joignent deux de ces points à chacun des trois autres sont trois couples de

rayons correspondants de deux faisceaux homographiques. On se donnera

17
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nn nouveau rayon de l'un des faisceaux, et son inlerseclion avec le rayon

correspondant de l'autre fera connaître un nouveau point de la courbe.

Trouver la tangente en chacun des cinq points. — Soient P, P' deux

des cinq points que l'on peut prendre pour centres des deux faisceaux.

Les tangentes en P et P' seront les rayons homologues à P'P et à PP'

considérés comme rayons de l'autre faisceau.

Trouver les intersections de la conique avec tme droite. — Les

faisceaux homographiques ayant pour centres deux des cinq points P, P'

donneront sur la droite trois couples de points correspondants de deux

divisions homographiques, au moyen desquels on construira les deux

points doubles qui seront les intersections de la courbe non tracée avec la

droite.

Si les points doubles coïncident, la droite est tangente à la conique, et on

a son point de contact.

Si les points doubles n'existent pas, la droite est extérieure à la courbe.

On dit alors que les intersections avec la conique sont imaginaires.

Construction des asymptotes. — Pour que la courbe ait des points à

rinflni, il faut que les faisceaux homographiques aient des rayons corres-

pondants parallèles. On trouvera les directions de ces rayons en menant

par le point P des parallèles à P'«. P'i. P'c. Elles détermineront, avec Pa,

?b,Pc, deux faisceaux homographiques de même centre, et les rayons

doubles passeront par les points de la courbe situés à l'inQni. Si ces rayons

existent, la courbe est une hyperbole ; s'ils coïncident , la courbe est une

parabole ; s'ils n'existent pas, la courbe est une ellipse.

Si les rayons existent, menons par les trois points a,b, c des parallèles à

ces rayons. Elles détermineront deux faisceaux homographiques ayant

leurs centres à l'inflni. Ces parallèles donneront sur une transversale L trois

couples de points a, a'; |3, ^' : -/,-/ de deux divisions homographiques,

au moyen desquels on trouvera les points I et J' qui correspondent à l'in-

flni. Les parallèles par ces points aux rayons doubles seront les asymptotes

de la courbe.

170. Théorkme de P.apus. — Quand un quadrilatère ABCD firj. .*i3) est
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inscrit à U7ie conique , le produit des distances de chaque point de la

courbe à deux côtés opposés est au produit des distances du même point

aux deux autres côtés opposés dans une raison constante.

Soit m un point quelconqne de la coniqne. En joignant deux sommets

opposés A et C aux trois autres points m, B, D, on a trois couples de rayons

homologues de deux faisceaux homographiques. Donc

Sin fflAD . sin hjCB

Sin wîAD ' sin 7/iGD*

Le premier membre est égal au rapport des perpendiculaires p, q abaissées

de»i sur les côtés AB, AD; et le second, au rapport des perpendiculaires

p ,q' sur les autres cotés BC, CD; par conséquent

!]
= ^>"" d'où /)/?'= /y?-?', c.q.f. d.

En décomposant un hexagone inscrit en deux quadrilatères ayant pour

côté commun la diagonale joignant deux sommets opposés , on verra que

le produit des distances d'un point de la conique aux côtés de rang pair

d'un hexagone inscrit est au produit des distances aux côtés de rang im-

pair dans une raison constante.

On étendra le théorème à un polygone d'un nombre pair de côtés en

démontrant de même que s'il a lieu pour un polygone de Im côtés, il

aura lieu pour un polygone de deux côtés de plus.

Si l'on suppose tous les côtés de rang impair tangents à la conique :

Un polygone d'un nombre quelconque de côtés étant inscrit à une

conique, le produit des dislances d'un point de la courbe aux côtés est

au produit des distances du même point aux tangentes à la conique,

par les sommets, dans une raison constante.

171. Théorème de Desargues.— Une transversale coupe une conique et

les côtés opposés d'un quadrilatère inscrit en six points en involulion.

Soit le quadrilatère inscrit ABCD. Deux sommets opposés A,C sont les

centres de deux faisceaux homographiques qui donnent sur une transversale

quelconque L deux faisceaux homographiques dont les points doubles e et /"

sont les intersections de la transversale avec la conique, a, h et b', a' sont
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deux couples cie points homologues; donc les points doubles e et /"sont en

involution avec les intersections «, (t! et è, V de la transversale et des côtés

opposés.

Le théorème s'applique évidemment aux deux diagonales et à un couple

de côtés opposés qui forment un quadrilatère inscrit.

472. Si les trois côtés d'un triangle aa'm [fig. 54) pivotent sur trois

points fixes \\ p, p', et que deux des sommets a, a' glissent sur deux

droites fixes L, \J, le troisième sommet m décrit une conique.

Car le côté aa', en tournant autour du point r, donne deux divisions

homographiques sur les deux droites L, L'. Donc pa et p'a' soûl des rayons

homologues de deux faisceaux homographiques, et leur intersection m décrit

une conique.

N. B. La conique passe par les centres p, p' des deux faisceaux ;
par

l'intersection S des deux droites ; par les points i et c où pr et p'r cou-

pent L et L'. Par conséquent, elle passe par les cinq points p, p'. S, b, c,

au moyen desquels on peut la construire, car Se, Se déterminent les droites

L, L', et pb,p'c déterminent le point r.

On a donc un hexagone pmp'cSbp inscrit à la conique, et les points de

concours a, r, a' des côtés opposés sont en ligne droite ; d'où résulte le

théorème de Pascal.

En général : Si tous les côtés d'un polygone tournent autour de tout

autant de points fixes, et si tous les sommets, moins un, glissent sur tout

autant de droites fixes , le dernier sommet décrira une conique qui

passera par les deux points fixes autour desquels tournent les côtés

adjacents.

Car deux côtés consécutifs tournant autour de deux points , et leur

intersection glissant sur une droite, décrivent deux faisceaux homographi-

ques. Le côté suivant décrit un faisceau homographique à celui que décrit

le second, et par suite à celui que décrit le premier, et ainsi de suite. Donc

le dernier sommet est l'intersection de deux rayons correspondants de

deux faisceaux homographiques , et le lieu de ce sommet est une conique

passant par les centres de ces faisceaux, ou par les points autour desquels

tournent les côtés adjacents.

I
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N. B. Lo point d'intersection do deux côtés quelconques décrit une

conique passant par les points autour desquels tournent ces côtés; car ces

côtés décrivent aussi des faisceaux homographiques.

Les points uses sont les sommets d'un polygone d'un même nombre de

côtés auquel le polygone donné est circonscrit. Donc :

Si l'on circonscrit à un polygone un polygone d'un même nombre de

côtés dont tous les sommets, moins un, glissent sur autant de droites

fixes, le dernier sommet décrira une conique

.

On verra facilement comment le théorème se modifie lorsque tous les

points autour desquels tournent les côtés sont situés sur une même droite.

§ XVIII. Propmété fondamentale relative aux tangentes d'une conique.

173. Le rapport anharmonique des intersections de quatre tangentes

à tme conique avec toute autre tangente de la courbe reste constant.

Évident pour le cercle , car le faisceau que l'on obtient en joignant le

centre aux points où les quatre tangentes sont coupées par une cinquième

a ses rayons respectivement perpendiculaires à ceux du faisceau que l'on

obtiendrait en joignant le point de contact de la cinquième tangente aux

points de contact des quatre tangentes fixes. Donc le rapport anharmonique

du premier faisceau est égal au rapport anharmonique des quatre points de

contact des tangentes fixes, et nous avons vu que ce rapport est constant.

M. Chasles appelle ce rapport : Rapport anharmonique des quatre tan-

gentes de la conique.

174. Une tangente mobile d'une conique coupe deux tangentes fixes en

deux points correspondants de deux divisions homographiques.

Car la tangente mobile, dans quatre de ces positions donne sur chacune

des tangentes fixes quatre points dont le rapport anharmonique est égal,

d'après le lemme.

175. Réciproquement : La courbe enveloppe des droites quijoignent les

points correspondants de deux divisions homographiques est une conique

tangente aux deux droites sur lesquelles sont ces divisions.
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Car si la conique tangente aux deux droites et à trois des droites qui

joignent des points homologues n'était pas tangente aux droites qui joignent

les autres points homologues, en menant des tangentes par les points de

division de l'une des droites données on aurait sur l'autre droite deux

séries homographiques ; trois points de l'une coïncideraient, avec les trois

points correspondants de l'autre, et tous les autres points correspondants ne

coincideraient pas, ce qui est impossible.

D'ailleurs, les rayons menés d'un point p a des points homologues des

deux divisions donneront deux faisceaux homographiques de même centre,

dont les rayons doubles seront les tangentes, au lieu, par le centre p ; et

comme il n'existe que deux rayons doubles, le lieu est une courbe de la

seconde classe, ou une conique.

Ou bien : Soient L, 1/ deux droites divisées homographiquement, et a, a'

deux points correspondants des deux divisions. Le point S' d'intersection

des deux droites {fig. 55) considéré comme point de L' correspond à un

point S de L. Décrivons un cercle tangent en Sa L, et menons à ce cercle

une seconde tangente S'L". La tangente au cercle par le point a coupera S'L"

en a. Abaissons la perpendiculaire a'b sur S'L, et joignons ba.. Le triangle

variable a'bo. ayant les sommets sur trois droites qui concourent en S', les

côtés tourneront autour de trois points situés en ligne droite; et comme a'b

est perpendiculaire à S'L, les points E et autour desquels tourneront les

côtés a'oc et bx seront sur une droite perpendiculaire à S'L.

Prenons le point E pour point de concours, le point pour origine, et

S'L pour parallèle. Le point « se transformera en a' , et la tangente «a du

cercle deviendra une tangente aa' à la transformée du cercle, qui est une

conique.

La conique sera tangente à S'L comme le cercle, et à S'L', transformée de

la tangente S'L" du cercle.

iV. B. On aura une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que

l'axe des y ou la parallèle par le point à la droite S'L sera extérieure

au cercle, sécante ou tangente.

476. Construire une conique tangente à cinq droites.— Deux des cinq

droites sont coupées par les trois autres en trois couples de points qui déler-
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mineiit deux flivisions liomograpliiques. On se donnera un nouveau point

de l'une des divisions, et, en le joignant au point correspondant de l'autre,

on obtiendra une nouvelle tangente à la conique.

Trouver les points de contact sur ces droites. — Soient A et B deux des

cinq droites sur lesquelles on a formé les divisions homographiques, et M le

point où elles se coupent. Le point correspondant à M, considéré successive-

ment comme appartenant à chacune des deux divisions, fera connaître les

deux points de contact sur A et sur B.

N. B. On pourra chercher les cinq points de contact et construire la

conique au moyen de ces points.

Tangentes à la conique par un point p. — a, a' ; h, b'; c, c' étant les

trois couples de points où deux des tangentes sont coupées par les trois

autres, pa,pa'; pb,pb'; pc,pc' seront trois couples de rayons correspon-

dants de deux faisceaux homographiques, et les rayons doubles seront les

tangentes à la conique par le point p.

S'il existe deux rayons doubles , on aura deux tangentes , et le point p

sera extérieur à la conique.

Si les rayons doubles coïncident, on n'aura qu'une tangente, et le point

p sera sur la courbe.

S'il n'existe pas de rayons doubles, le» point p sera intérieur à la courbe,

et on dit alors que les tangentes sont imaginaires.

Vil. Quand un quadrilatère ABCD [fig. 56) est circonscrit à une co-

nique, le produit des distances d'une tangente quelconque mm' à deux

sommets opposés est au produit des distances de la même tangente aux

autres sommets opposés dans une raison constante.

Car les tangentes .\B, CD sont coupées par les trois autres en trois couples

de points homologues m, m' ; A,0; B, C de deux divisions homographiques.

Donc
Am , Dm'
Bm ' Cm' '

mais rr^ ^ -. et /r^ = -, ; par conséquent
Um fj Cm

i>

' ^

ï' = '
J/'

^" rv'='"i'i' '
c. y. f.

d.
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Ce théorème, corrélatif de celui de Papus, se généralise et donne les sui-

vants :

Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est inscrit à une co-

nique, le produit des distances d'une tangente quelconque aux sommets

de rang pair est au produit des diMances aux sommets de rang impair

dans une raison constante.

Pour un polygone d'un nombre quelconque de côtés , le produit des

distances de chaque tangente aux sommets et le produit des distances

de la même tangente aux points de contact des côtés sont dans une rai-

son constante.

178. Théorème corrélatif de celui pe Desargues. — Quand un quadri-

latère est circonscrit à une conique, les droites menées d'un point quel-

conque à SCS sommets opposés et les tangentes par ce point à la courbe

sont en involution.

Soit ABCD le quadrilatère circonscrit. Les tangentes à la conique donnent

des divisions homograpliiques sur deux côtés opposés AB, CD. Les droites

qui joignent un point quelconque P aux points correspondants des deux

divisions, comme PA, PD ; PB, PC, sont des rayons correspondants de deux

faisceaux homograpliiques, et les tangentes PE, PF à la conique sont évi-

demment des rayons doubles. Donc les rayons doubles PE, PF sont en in-

volution avec PA, PC et PB, PD.

179. Si les trois sommets d'un triangle aa'm glissent sur trois droites

L, L', L", et que deux côtés pivotent autour de deux points fixes p, p', le

troisième côté aa' enveloppera une conique [fig. 57).

Soit m un sommet du triangle dans une de ses positions; mp et mp'

donneront, sur L et L', les deux autres sommets a, a'; et ces points étant des

points correspondants de deux divisions homographiques, il en résulte la

proposition énoncée.

N. B. La conique est aussi tangente à /;//, car cette droite passe par des

points correspondants des deux divisions homograpliiques, lorsque le sommet

m, en glissant, vient sur cette droite, b ai c étant les intersections de L"

avec L et L', lorsque le point m. glissera en b ou en c, p'b et pc seront

aussi des tangentes à la conique.



— 1Ô5 —
Les six tangentes L, L', /î/>',;/è,/)c, ««' sont les côtés d'un hexagone

aa'cpp'ba circonscrit à la conique dont les diagonales ap, a'p', bc qui joi-

gnent les sommets opposés se coupent au même point m, d'où résulte le

théorème de Brianchon.

Généralement : Si tous les sommets d'un polygone glissent sur tout

autant de droites fixes et qtie tous les côtés, moins un, pivotent sur tout

autant de points fixes, le côté libre enveloppera une conique tangente

aux deux droites sur lesquelles glissent les extrémités de ce côté.

Car tous les sommets du polygone divisent homographiquement les côtés

sur lesquels ils glissent, d'où résulte le théorème, et on voit de plus que la

diagonale qui joint deux sommets quelconques enveloppe une conique

tangente aux deux droites sur lesquelles glissent les extrémités de cette

diagonale.

18
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NOTE SUR L'HOMOGRAPHIE.

M. Chasles a résumé l'homographie dans ce principe :

Lorsqiicn traitant une question de Géométrie où n'entrent pas de trans-

cendantes (fonctions de courbes), on est conduit à considérer deux séries

de points sur deux droites distinctes, ou sur la même droite, s'il arrive

qu'à un point de la première série ne corresponde qu'uti seul point de la

seconde et réciproquement, on peut en conclure, sans plus de recherches,

que les deux séries sont honiographiques.

Prenons les deux droites pour axes, et soient h, h' les distances de deux

points correspondants quelconques, m, m' à l'orijïine. Puisqu'on exclut

les transcendantes, et qu'à une valeiir de h ne doit correspondre qu'une

seule valeur de h' et réciproquement, il devra exister entre h et h' une

relation qui sera algébrique et nécessairement de la forme

hU + Kh + m' + C = (1).

Il faudra se donner trois couples de valeurs de h, h' pour déterminer les

constantes A,B, C; et, la relation (1) n'ayant alors rien d'arbitraire, on va

voir qu'il en résulte deux divisions telles que le rapport anharmonique de

quatre points de l'une soit égal à celui des quatre points correspondants de

l'autre.

En effet, r, r', r" étant les valeurs de h qui donnent les points a, b, c, et

p, p', p celles de h' qui donnent les points correspondants a', b' , c',

B/(' + C Bp-j-G
h

/i' 4- A '

p + A

_ (AB-AC)fp-/0 A _ ^' _ (AB-AC)(p-/g
tl--> —

(/,. + Aj(p _|. A) ^' " "^ — {Il + A}{p + A)

li — r I'' — P ^ p'+ A cnn nm^ />' + A
h — r'~h' — p'^p + A bm h' m' ^ p + A
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ac ne' o' + A , am , ne dm' . de'

de même ^- = pp X '-p^^ : donc ^- .
- = ^.^. ^.

La démoîislralion s'applique évidemment au cas où les divisions sont

formées sur la même droite, h, h' étant les dislances de deux points corres-

pondants m, m ù un même poinl de la droite pris pour origine.

N. D. La relation plus simple h H- \h' + B =0 donnerait des divi-

sions proportionnelles. On aurait r + Ap + B = 0, r' + kp + B = 0,

d'où
h — )• h' — p am dm'

h — r' K — p' bm b'
m"

Lorsque les divisions homograpliiques sont formées sur une même droite,

il e.xisle deux points doubles réels ou imaginaires, dont les distances à l'ori-

gine sont les racines de l'équation du second degré

a;= + (A + B).-c + C=
que l'on obtient en faisant h = h'= x dans (1).

Le milieu des deux points doubles est un point toujours réel, pour lequel

x=— \{\ + B).

h = 00 donne h' = — A, qui détermine le point J'.

h' = 00 donne /« =^ — B, qui détermine le point L

Donc : Le milieu des deux points doubles est aussi le milieu des deux

points \et V.

0' étant le point correspondant à et e désignant un des points doubles,

on rouvera facilement

Oe^ = 00' X OJ'.

Ainsi : Les points doubles n'existent que si les points 0' et J' sont situés

d'un même côté du point 0, et leur distance à ce point est la longueur de la

tangente au cercle décrit sur O'J' comme diamètre.

Le principe de M. Chasles s'étend à deux faisceaux de droites issues

de deux points différents ou d'un même point, et tels qu'à une droite de

tun ne correspond qu'une seule droite de l'autre, et réciproquement.

Car en prenant deux axes tels que chacun coupe les rayons de l'un des

faisceaux et passe par le centre de l 'autre, on aurait sur ces deux droites des

divisions homograpliiques, puisque à un point de l'une des divisions ne
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corresponcirait qu'un seul point de l'aulre, et réciproquement. Si les faisceaux

avaient même centre, ils détermineraient deux divisions homographiques

sur une transversale quelconque.

Applications. — Les tangentes d'une conique donnent des divisions

homographiques sur deux tangentes fixes. Car à un point de l'une des

divisions ne correspond qu'un seul point de l'autre, et réciproquement.

Il en résulte le temme du § XVIll.

Réciproquement : La ligne qui joint deux points correspondants de

deux divisions homographiques sur deux droites enveloppe une conique

tangente à ces droites.

L'équation de la ligne mm' est

X II

OU, à cause de la relation (1)

(y + A)h' + (B — Ax + Qh + C = ,

l'enveloppe s'obtient, comme l'on sait, en éliminant h entre cette équation

et la dérivée par rapport à h, d'où résulte la conique

B-y- 4- 2(C — A3)xy + A\v' — 2BCij -+- 2ACa; + C =
dont la discussion est facile.

Les droites qui joignentldeux points fixes d'une conique à tout autre

point de la courbe sont des couples de rayons correspondants de deux

faisceaux homographiques.

Car à un rayon de l'un des faisceaux ne correspond qu'un seul rayon de

l'autre, et réciproquement.

Il en résulte le lemme du § XVII.

Réciproquement : Le lieu des points d'intersection des rayons corres-

pondants de deux faisceaux homographiques est une conique qui passe

par les centres de ces faisceaux.

k, k' étant les dislances des centres à l'origine, les équations de deux

rayons homologues sont
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h' ^ A-

'

k' ^ h

L'élimination de h, h' au moyen de la relation (1) donne la conique

B%'—(M'+C)a;(/+AA;V+/<C—BA')2/+A'(C—AÂ;)a;—CM'==0,

dont la discussion est facile.

Involvtion. — Lorsfju'on a deux divisions liomographiques sin* la même

droite, et que A = B, les points I et J' coïncident, et la relation (1) devient

hh' + k[h + h') + C= i) (2)

symétrique par rapport à /* et à h' . Donc on peut Intervertir entre eux les

points correspondants, et les divisions sont en involution.

Pour que l'involution ait lieu, il suffit quon puisse intervertir deux

points correspondants.

Car a, a' étant les valeurs de h, h' qui déterminent les points a, «', si l'on

peut intervertir ces points ou aura

«a' -f- Aa + Ba' 4- C — , et a'a + Aa' + B« + C= ,

d'où (A— B) [x — a') = ; et comme a diffère de «', il faudra que A := B

ou que (1) prenne la forme (2).

Les points doubles de l'involution sont donnés par

a;' 4- 2Arc 4- C = 0.

Leur milieu est un point toujours réel a; =— A, qui coïncide avec I et J'.

En le prenant pour oriçine, (2) devient

hh' = dr k'

facile à discuter.

Deux faisceaux homographiques de même centre sont en involution

si l'on peut intervertir deux rayo7is correspondants.

Car on aurait sur une transversale quelconque deux divisions homogra-

phiques dont on pourrait intervertir deux points correspondants.

Applications. — Des coniques circonscrites à un même quadrilatère

donnent des divisions en involution sur une transversale quelconqu,e.
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Car chaque point de la transversale détermine avec les quatre sommets du

quadrilatère une conique circonscrite, et par suite deux points corres-

pondants m, m' de deux divisions liomographiques sur la transversale ;

mais, comme la même conique résulte, soit du point m, soit do point m',

ces deux points peuvent s'intervertir, et il y a invokition.

Les tangentes par un même point à des coniques inscrites à un même

quadrilatère sont des couples de rayons correspondants de deux faisceaux

en involution.

Car chaque droite menée par un point P détermine avec les quatre

côtés du quadrilatère une conique inscrite, et par suite deux taniientes

Pw, Vm' à celle conique, qui sont des rayons correspondants de deux fais-

ceaux homographiques. Mais, comme la inême conique résulte, soit de la

droite Vm, soit de la droite Pwi', ces deux dr iles peuvent s'intervertir,

et il y a involution.

Pag. 19, ligne 9, au lieu de fig. 1, lisez fig. 7.

— 73 — 9 — fig. 32 — fig. 33.

— 89 — 6 — fixe — prise.

_ 95 — 9 — fig. 'kl — fig. 41.
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